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1. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. МОНОГЕННЫЕ ФУНКЦИИ. 


255. Определения. Мнимым количеством, или комплексным колице-- 
ством, называется всякое выражение вида а, гле а и в — какие- 
нибудь действительные числа, и {— особый символ, ввести который 
оказалось нужным, чтобы придать апгебре больше общности. В сущно- 
сти, на комплексное количество можно смотреть как на систему двух 
действительных количеств, взятых в определенном порядке. Хотя выра- 
жения вида а--Ы и не имеют сами по себе никакого конкретного 
значения, тем не менее, условились применять к ним обыкновениые 
правила алгебраического вычисления при условии заменять повсюду’ 
выражение {2 через — 1. 

Два мнимых количества @-- 6 и а называются равными, 
если а'’==а, 5'==6. Сумма двух мнимых количеств ‘а + & ис-- 4Ё есть 
символ того же вида (а -- с) {+-1(6 + а); точно так же разность (а-- 8) — 
— (с 4) равна мнимому количеству (а — с) -- (6 — а). Чтобы полу- 
чить произведение а-- 8 на с-{- 4, его составляют по обыкновенному 
правилу алгебрзического умножения, заменяя Й через — 1; это дает: 


(а 5) (е-- ад =асе — ва-Р Каа- 5). 


Частное от деления а--В на с-|- 4Ё есть также мнимый символ 
х-- у, произведёние которого на с-!- 4 равно а-- 8. На основании 
правила умножения, равенство 


а-ы=е +4) (ху) 
равносильно соотношениям 


сх — 4у-=а, ах су=; 
отсюда имеем: 

—_ ас + 54а __ бе — аа 

— с? + 4? 7 — ара? - 


Для изображения частного от деления а-- В на с-- 4 пользуются 
обычным изображением алгебраических дробей: 


а--ы. 


с-- 41’ 


х- у: == 


=. 
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чтобы найти хи у, всего проще умножить числитель и знаменатель этой 
дроби на с — 4 и раскрыть полученные произведения. 

Все свойства основных алгебраических действий распространяются 
и на действия над мнимыми символами; так, если А, В, С, ... обозна- 
чают мнимые символы, то 


А.В==В.А, (А.В).С-=4.(В.С), А-(В-- С) = АВ-№ АС, ... 


и т. д. Мнимые количества а-- № и а— № называются. сопряженнымч 
мнимыми количествами. `Два мнимых количества а- и —а— &, 
сумма которых равна нулю, называются противоположными, или сим- 
метричнылми : 

Пусть *мы имеем на плоскости систему прямоугольных осей коор- 
динат хОу, расположенных. обычным образом. Тогда мнимое количе- 
ство а--+ 6. изобразится на этой плоскости точкою. /М с координа- 
тами хХ—-а, у-==р. Таким образом чисто символические выражения 
получают конкретное истолкование, и. каждому предложению, доказан- 
`ному для мнимых количеств, будет соответствовать теорема планимет- 
рии. В последующем мы всего лучше убедимся в огромных преимуще- 
ствах этого способа изображать мнимые количества. Действительные 
количества соответствуют точкам оси Ох, которая поэтому называется 
также действительною осью. Мнимые ‚сопряженные количества. а -|- 2: 
и а— Ы соответствуют двум точкам, симметричным-относительно оси Ох; 
‘противоположные количества а-|-Ё и —@а— В представятся точками, 
симметричными‘ относительно точки О. . 

Количество а-- №, соответствующее" точке М с координатами (а, 6), 
иногда называется также аффиксом этой точки. В тех случаях, когда 
можно не опасаться неопределенности, мы будем обозначать одною и 
тою же буквою как мнимое количество, так и ту точку, которая его 
представляет. 

Соединим начало координат с точкою т с координатами (а, 6). 
Расстояние От называется модулем количества а -|- &, а угол, на ко- 
торый нужно повернуть полупрямую, совпадающую с Ох, чтобы при- 
вести ее в совпадение с От (этот угол отсчитывается, как в тригоно- 
метрии, от Ох к Оу}, называется аргументом количества а -- &{. Пусть 
будут ри ® модуль и аргумент количества а -|- Е; действительные ко- 
личества а, 6, 0, ® связаны двумя собтношениями 

@а—=рс0$®, 6 = ото, 
отсюда имеем: 


Г’) 

и —=———. 
Уе-- 5 
Модуль есть вполне определенное существенно положительное число; 

напротив, аргумент определяется только его тригонометрическими функ- 

циями и потому известен только с точностью до 2п, ‘что очевидно из 
самого его определения. Поэтому всякое мнимое количество имеет бес- 
конечное множество аргументов, образующих арифметическую прогрес- 


сию с разностью 2п. Чтобы два мнимых количества были между собою 
равны, их модули должны быть равны, и, кроме этого, необходимо, 


в=-Н У а? —- 2, Со, 
У 62 
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чтобы аргументы разнились между собою на кратное 2п; эти два условия 
также и достаточны. Модуль мнимого количества 2 изображается тем же 
символом |2|, как и абсолютное значение действительного количества. 

Пусть будут 2==а-- 4, 2 ==а'-- 1 мнимые количества, т, И — 
соответствующие им точки; сумма 2--2' изобразится точкою #1”, ле- 
жащею в вершине параллелограма, построенного 
на От и От. Но стороны ‘треугольника От” 
(черт. 43), соответственно, равны модулям количеств 
2, 2', 2--2'. Отсюда слелует, что модуль суммы 
двух количеств не больше суммы и не меньше 
разности модулей этих количеств. Так как про- 
тивоположные количества имеют` общий‘ модуль, 
то эта теорема верна также и для модуля разности. 
Наконец, тем же способом можно убедиться, что 
модуль суммы любого числа мнимых количеств не 
превосходит суммы их модулей, причем равенство Черт. 43. 
имеет место только в том случае, если все точки, 
представляющие эти различные количества, лежат на одной полупрямой, 
выходящей из начала координат. 

Если через точку 22 мы проведем прямые тлх“’ ту’ параллельно 
осям Ох и Оу, то координаты точки 1 в этой новой системе осей. 
будуг а' аи В — ШВ" (черт. 44). Следо- 
вательно, точка и представляет в новой 
системе осей разность 2’ — 2; модуль раз- 
ности 2’—2 равен длине ти, а аргумент 
равен углу @, образуемому направлением 
тт! с направлением тх'. Проведем через 
точку О отрезок От, равный и парал- 
лельный отрезку плим’; конец 7. этого 
отрезка представляет разность 2'’—2 в 
системе осей Ох, Оу. Но фигура Отт'т. 
есть параллелограм; следовательно, точка 
т, симметрична с точкою т относительно Черт. 44. 
середины с отрезка Ом. 

`Приведем еще формулы для модуля и аргумента любого числа мно- 
жителей. Пусть будут | 


2,50, (с0$ 9, {#1 ,) (2—1, 2, ..., п) 


эти множители; применяя правило умножения вместе с формулами сло- 
жения тригонометрических функций, получим для произведения: 


2,25... 2 == рурз-..0и [с03 (в, -- ш,-|-... | „15 (в о, -[... Н0,) ]; 
отсюда следует, что модуль произведения. равен произведению модулей 
ни аргумент произведения равен сумме аргументов. Отсюда легко по- 
лучается известная формула Муавра (Мо1уте): 

с0$ т ® -|- [511 лю == (с0$ ® -- [т о)”, 


заключающая в сжатом виде все формулы умножения тригонометриче- 
ских функций. 
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Введение мнимых символов позволило дать теории алгебраических 
уравнений совершенные общность и симметрию, и самые эти символы 
появились впервые в связи с уравнениями второй степени. Эти сим- 
волы имеют не меныпую важность и в анализе, и мы прежде всего 
выясним с точностью, что следует понимать под словами: функция 
мнимого переменного. 

256. Непрерывные функции комплексного переменного. Комплексное 
количество 2—=х-+ ур, где х и у-— действительные независимые пере- 
менные, называется хожплексным переменным. Если мы сохраним за 
словом функция его наиболее общий смысл, то естественно называть 
всякое другое мнимое количество и, значение которого зависит от зна- 
чения 2, Функциею переменного 2. Ряд данных в предыдущем опреде- 
лении непосредственно распространяется и на функции мнимого пере- 
менного. Так, функция и ==}(г) называется непрерывною, если модуль 
разности /(2-- #) —1(2) стремится к нулю при приближении модуля й 
к нулю, т. е. если можно найти для всякого положительного числа Е 
такое другое положительное число д, чтобы было 


[72-Е ®) — (2) <е 


всякий раз, когда |й| меньше числа 1. 
Ряд 
шо (2) и, (2)... Ни, (2)-Н..., 


все члены которого суть функции комплексного переменного 2, назы- 
вается равномерно сходящимся в области А плоскости, если для вся- 
кого положительного числа = можно найти такое целое число №, чтобы 
при всех значениях 2, взятых в области А, было 


АЕ |на (2) ин» (2)... |<, 


если п>М. Как и выше (т. |, $ 30), можно доказать, что сумма ряда,. 
равномерно сходящегося в области А, все члены которого суть в этой 
области непрерывные функции от 2, сама есть функция переменного 2, 
непрерывная в той же области; ряд будет равномерно сходящимся, если. 
при всех рассматриваемых значениях переменного 2 модуль любого 
члена ряда |и„| меныме соответствующего члена 9, сходящегося ряда, 
все члены которого суть постоянные положительные. числа. В этом 
случае ряд и, -|-и.--... будет одновременно равномерно и абсолютно 
‚ сходящимся. . 

Всякая непрерывная функция комплексного переменного 2 имеет 
вид и=Р(х, у--1Ю(х, у), где Р и О— действительиые непрерывные 
функции действительных переменных х, у. Поэтому, если бы мы не 
прибавили к предыдущему определению. никаких других условий, то 
изучение фуикций комплексного переменного 2 привелось бы, в сущно- 
сти, к изучению системы двух функций двух действительных перемен- 
ных, и введение символа 2 не дало бы никаких существенных упроще- 
ний. Чтобы теория функций комплексного переменного представляла 
некоторую аналогию с теорией функций действительного переменного, 
найдем, следуя Коши, каким условиям должны удовлетворять функ- 
ции Ри ©, чтобы выражение Р-- обладало основным свойством 
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функций действительного переменного, к которым применимо исчисле- 
ние бесконечно-малых. 
257. Моногенные функции. Если }(х) есть функция действительного 


Геи —л 
в 


переменного х, имеющая производную, то отношение 


при приближении Ё к нулю стремится к пределу /'(х). Найдем также, 
в каких случаях частное 

Ай АР--:АО 

А2 АХ--ЕАу 


стремится к определенному пределу всякий раз, как модуль | 42| стре- 
мится к нулю, т. е. всякий раз, как Ах и Ау отдельно стремятся к 
нулю. Легко предвидеть, что этого не будет, если функции Р(х, у) 
и @(х, у} будут вполне произвольными, так как предел предыдущего 
Ау 
Ах 
торому точка, представляющая значение количества 2- Аг, стремится 
к точке, представляющей значение количества 2. 

Оставим сначала у постоянным и дадим х близкое значение х-- Ах; 
мы получим: 


АУ РУ | О Ак У — 9, 
42 — Ах Ах 


отношения зависит, вообще, от предела ‚ т. е. от того пути, по ко- 


Чтобы это отношение имело предел, функции Ри О должны иметь 
частные производные пе х; тогда этот предел будет иметь выражение: 


— == 
Аг 9х эх 

Предположим затем, что х постоянно, и дадим у значение у-- Ду; 
мы получим: 


ди _ Ржу А —Р(х, у) 


9 (х, у-- ду) — @ (х, у) 
А2 Ау ° 


ду 


Если функции Р и @ имеют частные производные по у, то предел 
этого отношения равен 


Ан 
Чтобы пределы отношения —— в обоих случаях были между собою 


Аг 


равны, должно быть: 


Р 39 ЭР __ 99, (1) 

0х’ Эх’ о. 

Предположим, что функции Ри О удовлетворяют этим условиям, 
р эр 30 39 

9х’ ду’ 9х’ 9 


и что частные производные непрерывны. Дадим те- 
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перь х и у какие-нибудь приращения Ах и Ау; обозначая через @ и 6" 
положительные числа, меньшие единицы, получим: 


АР=Р(х- Ах, у + Ау) — Р(х + Ах, у) Рух Ах, у) — Р(х, у) = 
= Ау р, (х-- Ах, у-- МУ) -- АхР, (х-- Ах, у) = 
— Ах [Р, (х, у) -- =] - Ау [Р, (ху) =], 


и точно так ‘же 


А9-Ах [О (у) =] + Ау[9,' (в, -- =), 


где =, =, в, =’ бесконечно малы вместе с Ах и Ау. Принимая во вни- 
мание условия (1), мы можем. представить приращение Ан =ДР-- А 
в виде: ^ 


ИИ аэР_, ;39 „(30 ‚ЭР у — 
Ди = Ах (ы г) На ( ды) + 1Ая + Ау 


ЭР _;99 
9х ах 


вх ( | Ах ду, 


где 1, 1’ бесконечно малы. Отсюда имеем: 


Аи ЭР’ ‚30 , ТАХ-И АУ. 
пгт ая Рая Г Ая › 


причем, если |1! и |1'| меньше некоторого числа @, то модуль допол- 
нительного члена меньше 24а. Следовательно, .при нриближении Ах м 
Ау к нулю, этот член стремится к нулю, и мы имеем: 


‚ 4. ЗР, 30 
ит 2 9х Г} дл ° 


Таким образом соотношения (1) представляют необходимые и доста- 

.. , ‚. Аи : 
точные условия того; чтобы ' отношение и имело единственный пре- 
дел для каждого значения переменного 2 при условии непрерывности 
частных производных от функций Ри О. Такая функция й называется 
моногенною, или аналитическою*, функциею переменного 2; если 
мы обозначим ее через /(2), то производная /(2) будет равна 
любому из следующих выражёний, которые для моногенных функций 
все между собою равнозначащи: . ' 


„32, 30 _30_ ЭР ЭР ЭР 89.1 о 
Г (2) эх Г зу бу 9х ‘у ду РЗ» (2) 


Необходимо обратить внимание на то, что ни олна из функций Р(х, У), 
Я {х, у) не может быть взята произвольно. В самом деле, предполо- 


* Словом моногенная функция часто пользовался Коши. Ииогда употребляют также тер- 
мин синектическая функция. Мы ‘будем чаще ‘пользоваться термииом аналитическая функция; 
виже.мы увидим, что последиее определение вполие согласио с определеиием аиатитическнх фувк- 
ций, которое было даио раиее (т.'1/&8 188). = 
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жим, что функции Ри @ имеют производные второго порядка; ди-. 
ференцируя первое из равенств (1) по х, второе по у и складывая 
полученные соотношения, будем иметь: . 


УР, УР 
АР Ру 


ду? 
точно так же мы можем доказать, что ЛО--:0. Следовательно, ‚обе 
функции Р(х, у), 9 (х, у) суть решения уравнения Лапласа. 

Обратно, всякое решение уравнения Лапласа может быть принято 
за‘одну из функций Р‘’или О. Пусть будет, например, Р(х, у) одно. 
из решений этого уравнения; тогда уравнения (1), гле @ рассматри- 
вается как неизвестная функция, совместимы, и выражение 


( (, 5) р эр 
— ; —_ | 
и—Р(х, э+!| | (5 м) ] с|, 


(Жо, Уо) 


где С — произвольное постоянное, есть моногенная функция, действи- 
тельная часть которой равна ‘Р(х, у). 

Таким образом ‘изучение аналитических функций комплексного пере- 
менного 2 приводится, в сущности, к изучению системы двух дей- 
ствительных функций Р(х, у), О(х, у) от двух действительных пере- 
менных х, у, удовлетворяющих соотношениям (1), и можно ‘было бы 
развить всю теорию таких функций, не пользуясь символом {*. Мы, 
однако, будем пользоваться символами Коши, заметив при этом, что 
разница между обоими методами, в сущности, скорее кажущаяся, чем 
действительная. Всякая теорема, доказанная для аналитической функ- 
ции / (2), непосредственно переводится в равносильную теорему для. 
функций Ри Фи обратно: 


ПРИМЕРЫ. Функция и = х* — у {ху — аналитическая, так как для нее 
соотношения (1)’удовлетворяются; ее производнаяравна 2х -- 2#у = 22; эта функ- 
Вия есть не что иное, как (х -- {у ==2. Напротив, выражение у == х — [у не 
есть аналитическая функция; в самом деле, мы имеем: 


торм 
А9__ Ах—Ау _ ‘Ах 
А — * — к» 
г Ах--1 Ау 1+; г 
45 Ау 
и ясно, что предел отношения ^_^ зависит от предела отношения --. 


Полагая `Х=рс0$ ®, У=—езше и применяя формулы замены переменных 
(т. 1, $60), мы можем представить соотношения (Г) в виде: | 


30 99, №, 


д ет до бр, 


производная /'(2) будет иметь выражение: 


га= (.- +02 со ф — 51). 


(3) 


* С этой точки зреиия обыкновеино смотрят на теорню аналитических функций немецкие 
математики школы Римаиа. 
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С помощью этих формул нетрудно показать, что функция 
ат —= рт (0$ то | 2 п то) 
есть аналитическая функция переменного 2, производная которой равна 
трт-1(с0$ то -- [т то) (с0$ ® — [т ®) = тат-1. 


258. Голоморфные функции. Предыдущие общие положения имеют не- 
сколько неопределенный характер, так как до сих пор мы не касались 
вопроса о тех границах, между какими мы будем изменять переменное г. 

Часть А плоскости называется связною, если две любые точки, взя- 
тые в этой части, можно соединить непрерывным путем, который весь 
лежит в этой части плоскости. Связная часть плоскости, расположен- 
ная вся на конечном расстоянии, может быть ограничена одною или 
несколькими замкнутыми линиями, среди которых всегда есть замкну- 
тая линия, ограничивающая ее извне. Связная часть плоскости, про- 
стирающаяся в бесконечность, может состоять из совокупности точек, 
лежащих вне одной или нескольких замкнутых линий; она может также 
быть ограничена линиями, имеющими бесконечные ветви. 

Мы будем называть связную часть плоскости областью. 

Функция /(г) комплексного переменного 2 называется голоморфною 
в связной части А плоскости, если она удовлетворяет следующим усло- 
ВИЯМ: 

1. Каждой точке 2 области А соответствует определенное значение 
функции (2). 

2. Функция (2) остается непрерывною, когда точка 2 перемещается 
в области А, т. е. модуль /(2--#) —Х(2) стремится к нулю вместе 
с модулем Й. 

8. В‘каждой точке 2 области А функция /(г) имеет единственную 
производную Л (2), т. е. каждой точке 2’соответствует такое комплекс- 
ное число Д{2), что модуль разности ° 


ГОН 


стремится к нулю, когда |й| стремится к нулю. Тогда для всякого по- 
ложительного числа = можно найти такое другое положительное число %, 


чтобы было 
е-® —е вле ев, (4) 
если ([й| меньше числа у. 

Мы не сделаем пока никакого предположения относительно значений 
функции /(г) вдоль контура, ограничивающего область А. Когда мы 
будем говорить, что функция /(2) голоморфна внутри области А, огра-_ 
ниченной замкнутым контуром Г, и на самом этом контуре, то под 
этим следует подразумевать, что функция /(2} голоморфна в области 3[, 
содержащей контур Г и область А. , 

Аналитическая функция /(2) не должна быть непременно голоморф- 
ною во всей области существования; она имеет, вообще, особые точки, 
которые могут быть очень различного рода. Здесь было бы преждевре- 


менно давать классификацию этих, особых точек, характер которых. 
вполне выяснится из дальнейшего. 
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259. Рациональные функцин. Так как правила диференцирования 
суммы, произведения, частного являются логическими следствиями опре- 
деления производной, то эти правила распространяются и на функции 
комплексного переменного. То же имеет место и для правила диферен- 
цирования функции от функции. Пусть будет и—=}(7) аналитическая 
функция комплексного переменного 2; если мы заменим & другою ана- 
литическою функциею $ (2) нового комплексного переменного 2, то # бу- 
дет также аналитическою функциею и переменного 2. В самом деле, 
мы имеем: 

Ай Аи А2. 
Аг. АЙ Аг’ 
при приближении !А=| к нулю, |А2| также стремится к нулю, и каж- 


Аи 
дое из отношений 47, д; СтРемится к определенному пределу. Следо- 
= 


Ан 
вательно, отношение — само стремится к пределу 


Аг 
Аи | 
т —-- = 1 (2) 4 ' (2). 
Ни с. Л (2) 4'(2) 
Выше мы доказали {$ 257), что функция 


вт — (Е у)" 


есть аналитическая функция переменного 2, имеющая производную тг”-1. 
В этом можно убедиться непосредственно так же, как в случае действи- 
тельного переменного. В самом деле, формула бинома, основывающаяся 
единственно на свойствах умножения, очевидно, распространяется на 


комплексные количества. Следовательно, мы имеем при т целом поло- 
жительном : 


(2Е-- А” == ат | и тэ? —- .’ 
и отсюда 
| т— от - __ . 
ая и + га 


очевидно, что при приближении ‘модуля Й к нулю правая часть имеет 
пределом 1271. 

Отсюла следует, что всякий целый многочлен с произвольными 
коэфициентами есть также аналитическая функция, голоморфная во всей 
плоскости. Рациональная функция, т. е. частное двух целых многочле- 
нов Р(2), @(2), которые можно предположить первыми между собою, 
есть также аналитическая функция, но она имеет некоторое число осо- 
бых точек, — именно, все корни уравнения О (2) =0. Эта функция го- 
ломорфна во всякой области плоскости, не содержащей ни одного из 
°этих корней. 


2 9. Гурса, т. П, ч. 1. 
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260. Исследование векоторых иррациональных функций. Если точка 2 
описывает замкнутый путь, то координаты х, у и модуль р изменяются 
непрерывно; аргумент также изменяется непрерывно, если только опи- 
сываемый путь не проходит через начало координат. 

Если точка 2, описав замкнутый путь, возвращается к своему на- 
чальному положению, то х, уи р принимают свои начальные значения, 
но это не всегда бывает с аргументом. Действительно, если начало ко- 
ординат находится вне области, ограничиваемой замкнутым путем 
(черт. 45а), то очевидно, что аргумент возвращается к своему началь- 

ному значению; но этого не будет, если точка 
у описывает путь вида М,МРМь или МупраМь 
`° (черт. 455). После обхода в первом случае 
р с аргумент возвращается к своему начальному 
значению, увеличенному. на 2п, а во втором 
случае аргумент принимает свое начальное зна- 
Г т чение с приращением 4п. Очевидно, что можно 
перемещать переменное 2 по таким замкнутым 
Черт. 45а. путям, что аргумент, непрерывно изменяясь 
вдоль любого из них, придет к конечному 
значению, отличающемуся от начального зна- 
чения на 2ип, где и — произвольное целое число, 
положительное или отрицательное. Вообще, 
если 2 описывает замкнутый путь, то аргумент 
количества 2-— а возвращается к своему началь- 
ному значению, если точка а находится вне 
области, ограничиваемой этим замкиутым путем, 
но всегда можно выбрать такой путь для пере- 
менного 2, чтобы конечное значение аргумента 
количества 2 —а было равно начальному зна- 
чению, сложенному с Эип. 
Рассмотрим теперь уравнение 


Черт. 455. 


ИТ, (5) 


где 1 — целое положительное число. Для всякого значения 2, кроме 2 = 0, 
это уравнение дает м различных значений для и. В самом деле, полагая 


2—0 (с08 ® -- 151 ®), иг (созф - 251 $), 
мы получим два следующих уравнения, равносильных уравнению (5): 


тт — р, тф=ю Эт; 


1 

из первого имеем: г==р*, т. е. г равно арифметическому корню т-й 
о 2 

= м 

и, чтобы получить все различные значения количества и, достаточно 

давать произвольному целому числу Ё последовательно #2 целых зна- 


степеви из положительного числа р. Далее, ‘находим: ‚ 
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чений 0, 1, 2,..., т— 1. Таким образом мы получим выражения 
для т корней уравнения (5): 


1 
1 | 6 
пот о вет (=0,1,2,...т-—1). (6) 


1 
. Один какой-нибудь из этих корней изображают также через 2” . 


Если переменное 2 описывает непрерывный путь, то каждый из 
этих корней изменяется также непрерывно. Если.2 описывает замкну- 
тый путь, оставляя начало координат снаружи, то после обхода 
аргумент & возвращается к своему начальному значению, и каждый 
из корней щ, №,..., йи_1 описывает также замкнутый путь (черт. 46а). 


| 


Черт. 4ба. Черт. 465. 


Но, если точка 2 описывает путь М, МРМ, (черт. 455), то ® переходит 
в ю--2п, конечное значение корня и, будет равно начальному значе- 
нию корня #,.}, и пути, описываемые различными корнями, образуют 
одну замкнутую линию (черт. 46Ъ). 

Следовательно, когда переменное = описывает вокруг начала ко- 
ординат в прямом направлении замкнутый путь без двойных точек, 
то эти #1 корней замещают друг друга в круговом порядке. Очевидно, 
что можно перемещать 2 по такому замкнутому пути, что если на- 
чальное значение какого-нибудь корня равно, например, и’, то его ко- 
нечное значение будет равно любому из других корней. Следовательно, 
нельзя, не отказываясь от непрерывности, рассматривать т корней 
уравнения (5) как т различных функций от 2, но на них нужно 
смотреть как на 1 различных ветвей одной и той же функции. 

Точка 2, при обходе вокруг которой эти м значений перемен- 
ного и замещают друг друга, называется хритическою точкою, или 
точкою ‘разветвления, многозначной функции. 

Чтобы т значений переменного & можно было рассматривать как 
различные функции от 2, нужно нарушить непрерывность этих корней 
вдоль какой-нибудь бесконечной линии, выходящей из начала коорди- 
нат. Конкретно это нарушение непрерывности можно представить себе’ 
следующим образом: проведем на плоскости, на которой изобра- 
Э* 
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жается 2, бесконечный разрез вдоль какой-нибудь полупрямой, выхо- 
дящей из начала координат, например вдоль полупрямой ОЁ (черт. 47), 
и раздвинем немного оба края этого раз- 
реза, так, чтобы путь, по которому переме- 
щается переменное, не мог перейти с одного 
края на другой. 

При этих условиях никакой замкнутый 
путь не может окружать начала координат; 
поэтому каждому значению 2 будет соответ- 
ствовать вполне определенное значение каж- 
дого из т корней и;, которое ‘получим, взяв 
для аргумента ® значение, заключающееся 
между а и а— т. Но должно заметить, 
что значения корня и, в двух бесконечно 

Черт. 47. близких точках т, Ш, лежащих по обе 
стороны разреза, не ‘будут между собою 
равны. Значение корня и, в точке т’ равно значению корня и; в точке 


т, умноженному на 
9к .. 2 

0$ — 151 — |]. 
( т + т 


‚Каждый из корней уравнения (5) есть моногенная функция. Пусть 
будет и, значение одного из этих корней при данном значении 20; 
значению 2, близкому к 2,, соответствует значение и, близкое к и). 

и — 1 


Вместо того чтобы ‘искать предел отношения =: › можно искать 
2 — 20 


предел обратного отношения: 


22—20 И" 
и—ш й— 4 


Этот предел равен ми”-1; следовательно, для производной от и 
мы имеем выражение 
, 11 1и 
и! - 


=—— = — , 


тит те 


вводя отрицательные показатели, мы можем представить иначе по- 
следнее равенство в виде: 


| . 
иж 2т ‚ 
т 


но, чтобы иметь вполне определенное значение производной, соответ- 


1 
ствующее какому-либо из корней, лучше взять выражение — . Внутри 


замкнутой линии, не окружающей начала координат, каждое из значе- 
ний У2 есть голоморфная функция от 2. Уравнение и”— А (2— а) 
имеет также т корней, которые замещают друг друга в круговом 
орядке вокруг критической точки 2==а. 
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Рассмотрим еще уравнение 
и? == А (2—6) (2—е.)...(2—е„), (7) 


где е, е,,..., ©, суть п различных колнчеств. Обозначим теми же бук- 
вами точки, которые представляют эти п количеств. Положим 


А == (соза-{ {$та), 
2—е, = р, (соз ®, -- 5т®,) (Ё==1, 2,...,п), 


и = 7(с0$6 -|- 15110); 


®, представляет угол, образуемый направлением 6,2 от точки е, до 
точки г с направлением Ох. Из уравнения (7) получаем: 


2 — Юрбь-..0» 20 ==ае,--... +0, 2тп; 


следовательно, это уравнение имеет два противоположных по знаку корня: 


1 
и: == (В 210>...Р,) 2 Ё (аи) -- 


25 (еен») |, 
1 В 
и, — (Крурь- + -Вн) | 05 пы. от 


15 (= ее") |. 


Когда переменное 2 описывает замкнутый путь С, содержащий вну- 
три себя р. из числа точек е,, е,,..., е„, то р из аргументов ®\, ®,,... 
..., ®, возрастают на 21; следовательно, аргументы корней и; и 4. 
возрастают на рп. Если р — число четное, то оба корня принимают 
носле обхода свои начальные значения; если же р.нечетное, то они 
взаимно перемещаются. В частности, если контур содержит внутри ‘одну 
точку е, то оба корня перемещаются. Таким образом п точек е, суть 
точки разветвления. Чтобы оба, корня й\ и и, оставались вполне опре- 
деленными функциями от 2, достаточно провести систему разрезов та- 
ким образом, чтобы любая замкнутая линия содержала внутри себя все- 
гда только четное число критических точек. Например, можно провести 
бесконечные разрезы вдоль полупрямых, выходящих из каждой точки в,, 
так, чтобы эти разрезы не пересекались между собою. Но можно’ по- 
ступать и различными другими способами. Например, если есть только 
четыре критических точки е,, е,, ез, е., то можно провести один разрез 
здоль прямолинейного отрезка езе,, а второй разрез — вдоль отрезка езе.. 

261; Функции одиозначные и многозначные. Рассмотренные нами 
элементарные примеры выясняют один важный факт. Значение функ- 
ции /(г) переменного 2 не всегда зависит единственно от значения пере- 
менного 2, но оно может также в некоторой степени . зависеть от 
закона следования значений, принимаемых переменным при переходе 
от. начального значения к конечному значению, или, другими словами, 
от пути, описываемого переменным, 


| 
}+ й 
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Возвратимся, например, к функцни /2. Если мы пойдем из точки 
Мь к точке М по пути МММ и М,РМ (черт. 455), взяв в обоих 
случаях для и одно и то же начальное значение, то в М мы не полу- 
чим в обоих случаях для и одного и того же значения, так как полу- 
чающиеся значения для аргумента переменного 2 будут разниться ме- 
жду собою на 2п. Таким образом мы приходим к введению нового 
подразделения функций. 

Аналитическая функция (г) называется однозначною, или монодрол- 
ною, в области А, еслн все пути, лежащие в А и соединяющие точку 25 
< какою-нибудь точкою г, приводят к одному и тому же конечному 
значению для 7(2). Если же конечное значение функции /(2) не будет 

одинаково для всех возможных путей, то функ- 

М В ция называется иногозначною. Функция, голоморф- 

=” ная в области А, необходимо однозначна в этой 
области. Вообще, чтобы функция }(2) была одно- 

= М значною в данной области, необходимо и доста- 

д точно, чтобы любой замкнутый путь, описываемый 
переменным, возвращал функцию к её начальному 

Черт. 48. значению. -В самом деле, если, переходя из точки 

А в точку В по путям АМВ и АМВ (черт. 48), 

мы в обоих случаях приходим в точку В с одним и тем же значением 
для }(г), то очевидно, что, перемещая переменное по замкнутому кон- 
туру АМВМА, мы вернемся в точку А с начальным значением для (2). 

Обратно, предположим, что, ‘перемещая переменное 2 по контуру 
ЯМВМА, мы возвращаемся в исходную точку с начальным значением йо; 
пусть будет и, значение функции в точке В, после того как 2 описало 
путь АМВ. Когда 2& описывает путь ВМА, то функция, выходя от зна- 
чения #;, приходит к значению й,; следовательно, обратный путь АМВ 
приведет функцию от значения имо к значению и) т. е. к тому же 
значению, как и путь АМВ. 

Следует заметить, что функцня может быть многозначною в области, 
и не имея в этой области критических точек. В самом деле, рассмотрим 
часть плоскости между двумя концентрическими окружностями Си С' 

1 


с центром в начале координат. Функцня и ==" не имеет ни одной 
критической точки в этой области; однако, она не однбзначна, так как, 


после обхода переменного = по концентрической ‘окружности, заключа- 
1 


ющейся между Си С', функция 2” получает множитель 


21 2% 
60$ — +151 —. 
т + т 
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262. Круг сходимости. Рассуждения, которыми мы пользовались 
при изучении целых рядов (т. 1, гл. [Х), непосредственно распростра- 
няются и на целые ряды с мнимыми членами; для этого достаточно 
только заменить слова абсолютная величина словом модуль. 


$ 262 П. ЦЕЛЫЕ РЯДЫ С МНИМЫМИ ЧЛЕНАМИ 23 


Наломним вкратце относящиеся сюда теоремы и результаты. 


Пусть будет 
аа 2-- а, |... -а,--... (9) 


целый ряд, в котором коэфициенты и переменное могут иметь любые 
мнимые значения. Рассмотрим, вместе с тем, ряд, составленный из модулей: 


Ао Аг Д-...-НАШ-..., (10) 
где А,=|а,|, г=|2|; выше было доказано (т. 1, $ 172), что есть та- 
кое положительное число А, что ряд (10) будет сходящимся при всяком 
значении < ВЮ и расходящимся при всяком значении г`> Ю. Это чи- 
сло Ю равно обратному значению наибольшего из пределов членов по- 


следовательности 
— 3, п 
А,, УА,, МА. ,... ‚УМА. -- 


и, в частности, может быть ‘нулем или бесконечностью. 

Из этих свойств числа Ю непосредственно следует, что ряд (9) бу- 
дет абсолютно сходящимся, если |2|<Ю. Ряд 19) не может быть 
сходящимся при значении 2, коли- | 


чества 2, если |25| > А, так как в у 
этом случае ряд модулей /10) был 
бы сходящимся при значениях /`> Ю 
{т. 1, $ 172). Если в плоскости пере- 
менного 2 мы опишем круг С ра- 
диусом Аи с центром в начале ко. 
ординат (черт. 49), то целый ряд (9) А 
будет абсолютно сходящимся для вся- х 
кой точки внутри круга С и расхо- ` | 
дящимся для всякой внаипней точки; 
отсюда круг С получил название С 
круга сходимости. В точках на са- 
мой окружности С ряд может быть 
сходящимся или расходящимся в за- 
висимости от свойств данного ряда *. Черт. 49. 

Внутри круга С’, концентриче- 
ского с первым и.с радиусом А^<Ю, ряд (9) — равномерно сходя- 
щийся. В самом деле, очевндно, что для всякой точки внутри круга 
С’ мы имеем: 

12"... аи. 2” Р| << А... РА, Втр, 

и мы можем выбрать число п настолько большим, чтобы при всяком 
значении числа р правая часть была меньше любого данного положи- 

* Пусть будет (а) = Уатат целый ряд, радиус сходимос:и когорого Ю равен единице. Если 
коэфнциенты а, и, а... — положительные убывающне числа, причем, прн неограниченном воз- 


растании п, ап стремнтся к нулю, то ряд — сходящнйся во всех точках на круге сходнмости, кроме, 
может быть, точки 2=1. В самом деле, ряд У гл, где {2|=1, — неопределенный, кроме случая 2=Т, 


так как модуль суммы его п первых членов меньше ; следовательно, для доказательства пре- 


2! 

дыдущего предложения достаточно применить рассужденне $ 158, основываясь на обобщенной 

лемме Абеля. Точно так же ряд @0 — 412 -- а; —.;., получающийся из предыдущего через за- 

{м5 158 *’  сходящийся во всех точках круга 2 =1 кроме, может быть, при 2=- 1 
см. . . . 
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тельного числа =. Отсюда следует, что сумма ряда (9) есть функция /(2г) 
переменного 2, непрерывная во всех точках внутри круга сходимо- 
сти (6 256). . 

Диференцируя ряд (9) почленно любое число раз, мы получим не- 
ограниченное число целых рядов /, (2), Л, (2), ..., Л, (2), ..., имеющих 
круг сходимости общий с первым рядом (т. Г, 6 174). Как и`выше 
(т. $ 175), можно доказать, что Х (2) есть производная от {(2), и 
вообще, },(2) есть производная от },_, (2). Следовательно, всякий це- 
лый ряд есть голоморфная функция внутри круга сходцимости. По- 
следовательность производных этих функций неограниченна, и все эти 
производные суть также голоморфные функции в том же самом круге. 

Рассмотрим точку 2 внутри круга С; опишем из этой точки как 
из центра круг с, касающийся изнутри круга С, и возьмем внутри с 
точку 2-- й; если г и'р будут модулн количеств 2 и Й, то г < ВЮ 
(черт. 49). Сумма ряда /(2--#) равна сумме слелующего ряда с двой- 
ным входом, составленной по столбцам: 


а а,2 п. . а”... 
На й -- 2а,2й . — паг --... 


) 
а ана... (11 


К И РО С КВ Е В В К С К О 


Но этот ряд — абсолютно сходящийся, так как, если мы заменим 
каждый член его модулем, то получим двойной ряд с положительными 
членамн, сумма которого равна: 


Ао А, (Р-Н... НА," 


Следовательно, можно составлять сумму двойного ряда (11) по 
строкам. Таким образом для всякой точкн 2-й внутри круга с мы 
имеем соотношение: 


ео Н.Е... 9) 


Ряд в первой части — наверное сходящийся, если й|<А-— Г, 
но он может быть сходящимся и в более обширной области. Так 
как функции Д(2), 1, (2),..., №(2),... равны последовательным 
производным от /(г), то формула (12) тождественна с формулою Тейлора. 

Если ряд (9) — сходящийся в точке Й на круге сходимости, то 
сумма /(7) ряда есть предел, к которому стремится сумма./(2), когда 
точка 2 стремится к точке Й, оставаясь на рапиусе, проходящем че- 
рез точку 7. Это предложение можно доказать, как в 6 173 (т. |), 
полагая 2==87 и увеличнвая 6 от 0 до 1. 


В более общих предположениях, сумма }(2) имеет своим пределом #(2), 
когда точка 2 стремится к 7 так, что угол наклона прямой, соединяющей Й и 2, 
к радиусу, направленному из точки Х к началу координат, остается меньшим 

т 
некоторого угла <. В частности, /(2) стремится к Х(7), когда точка 2, 
оставаясь внутри круга сходимости, стремится к 7 по некоторой кривой, имею- 
щей кагательную в точке 7, отличную от касательной к кругу сходимости. 
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Достаточно показать что ряд (9) будет сходиться равномерно в области плос- 
кости, внутренней к кругу весьма малого радиуса с центром в точке Й и огра- 
пиченной двумя лучами, перрсекающимися в 7 и наклонепными к лучу ЙО под 
2 
мы приходим к этому частному случаю, полагая 2 = (и, где и-- новое пере- 
менное. 

Так как ряд (9) по предположению сходится в точке 2==1, то, полагая 


9 
а, На: .--- Нар, 


углом $ < --. Доказательство может быть дано в предположении Й==1, так как 


допустим, что число и мы выбрали настолько большим, что 
|| < 
каково бы ни было р, причем = — произвольное положительное число. Сумму 
в__ я в! ИТР 
и=а, 2 + 4-12 +. 4,7 
можно записать в виде: 
— 0 „в 1_/ п--1 р р—\ 1 -Р 

бе 52" ($, — $1) 2 Не. (57—57 12 ‚ 

или еще иначе (О. $4012): 
в — пу 0 1 —1 8—1 п--р 
(1—2) 21 5-5... а ура" ТР. 


Следовательно, Полагая |2 | =2< 1, |1-— 2! == г, имеем: 


1 — рп г 
| 2% | Зри ИР < 8 {1+ 1}. 


С другой стороны, для треугольника с вершинами в начале координат, в пере- 
менной точке 2 и в точке 7—1 справелливо соотношение 2—1 — 27с0за -| г’, 
где а означает величину угла с вершиной в точке 7 = 1, и следовательно: 


г ТР 


1—р 260$а—и’ 


Предположим, что угол-а меньше некоторого угла $ < -х, и расстояние г меньше 


некоторого числа 8 < 2с05%. В области, которую мы определили, при всяком р 


будем иметь: 
2 
р Ш 
|# <: {еее + 1}. 


Следовательно, ряд (9) есть равномерно сходящийся в этой области, включая и 
точку 2=1, и доказательство доводится до конца, как в ранее рассмотренных 
случаях ($ 30, 173). 


Если радиус Ю равен бесконечности, то круг сходимости охва- 
тывает всю плоскость, и функция }(2) будет голоморфною при вся- 
ком значении 2. Такая функция называется целою функциею; изучение 
этих трансцендентных функций составляет одну из наиболее важных 
задач анализа. В следующих параграфах мы изучим простейшие основные 
трансцендентные функции. 


263. Ряды рядов. Рассмотрим целый ряд (9) с произвольными коэфициен- 
тами; целый ряд а„2”, все коэфициенты которого гействительны и положительны, 
называется усиливающим для первого, если при всяком значении и мы 
‚ имеем |а„|’=а.. Все следствия, выведенные из употребления усиливающих 
функций (т. $ 177—180), применимы без изменения к случаю мпимых пере- 
менных. Мы укажем здесь другое применение усиливающих рядов. 
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П б 
т алФеАч... ВМФ... 08) 


ряд, каждый член которого, в свою очередь, есть сумма целого ряда, сходящегося 
в круге, радиус которого равен или больше числа А >> 0: 


(2) = аи @нё +... + а -... 


Предположим, что каждый член ряда (13) заменен своим разложением по сте- 
пеням 2; мы получим двойной ряд, каждый столбец которого образован разложе- 
нием функцин (2). Если этот ряд — абсолютио сходящийся при значении 2 


с модулем р, т. е. если двойной ряд хх |аи|р”-— сходящийся, то при всяком 


значении 2, модуль которого ие превосходит в, можно составить сумму первого 
двойного ряда по строкам, и мы получим разложение суммы Р(2) ряда (13) по 


степеням 2: 
Е (= иг... 8,2" --..., 
=а наи... п=0, 1,2,...). 
В сущаости, это — тот же способ рассуждения, с помощью которого полу- 


чается разложение }{ (2 + #) по степеням Й. 
Предположим, например, что ряд },;(2) имеет усиливающую функцию вида 


‚к о з 
= ‚и ряд Ум, — сходящийся. В ряде с двойным входом модуль общего члена 
[2 

меньше М; и. Всякий раз, когда | 2| <. г, этот ряд — абсолютно сходящийся, 

так как ряд, составленный из его модулей, — сходящийся и имеет сумму, мень- 
г У М; 

шую —=—. 
г |2| 


234. Разложение бесконечного произведения. в стеленной ряд. Пусть 
В(2)=а +) 1+ в)... а+и,).. 


— бесконечное произведение, в котором каждая из функций и; есть непрерывная 
функция комплексного переменного. 2 в некоторой области О. Если ряд Уи | 
‘равномерно сходится в этой области, функция А (2) равна сумме ряда, равномерно 
сходящегося в Д, и следовательно, представляет непрерывиую функцию ($ 166— 
167). Из одной общей теоремы, которая будет доказана в дальнейшем ($ 290, 
гл. ХГУ), следует, что, если эти функции ц, суть аналитические функции пере- 
менного 2, то же самое оказывается справедливым и по отношению к РК (2). 
Например, бесконечиое произведение 


Еы=га-2) (1-4) ... (1-5) ... 


представляет функцию перемеиного 2, голоморфную в целой плоскости, потому 
что ряд у - есть равномерно сходящийся во внутренности любого замкну- 


того контура. 9 произведение обращается в нуль в том и только в том случае, 
когда 2=0, =1, =2,... 

Можно непосредственно доказать, что произведение `Е(2) разлагается в сте- 
пенной ряд, в предположении, что каждая из функций и; представляется степен- 
ным рядом 


и; (2) = +ал2 +... Нан... (1=0,1,2,...), 
и что двойной ряд 
УХУ ан | т 
гп 


<ходится при подходящем выборе положительного зиачения г. 
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Положим, как в $ 165: 


1+ щ, =) +)... (1-4 щи) ив; 
достаточно показать, что сумму ряда 


и... о ..., (14) 


которая равна бесконечному произведению Р(2), можно представить степенным 
рядом. Действительно, если еще положить 


пав | --|а| 2+... [ам 274 ..., 


то очевидно, что произведение 


бт, == (1 но) 1 - ии)... ий -дн 


есть усиливающая функция для 9. Следовательно, ряд (14) может быть располо- 
жен по степеням переменного 2, если это верно для вспомогательного ‘ряда 


о... ++... (15) 


Если мы разложим каждый из членов этого последнего в целый ряд, то по- 
лучим двойной ряд, в котором каждый из коэфициентов положителен, и для на- 
шей цели достаточио показать, что этот двойиой ряд сходится, если заменить 
в нем 2 через г. Обозначим через И„ и Т„’ значения функций н„’ и 0,’ для 
2. Будем иметь: 


Ут=(1 + а-ы,) ....(1+ 9-00, 
и следовательно: 


УИУ-... + УГ = (4+ 4)... а 0,), 
или еще . 
У У... У < еб +... +0. 


При неограниченном возрастании п сумма (’-...-- И» стремится к пре- 
делу, потому что ряд У О„' по предположеиию сходится. Следовательно, двойной 
ряд (15) есть абсолютно сходящийся, в случае если | 2| </; следовательно, по- 
давно двойной ряд, полученный разложением каждого члена о„ ряда (14), есть 
абсолютно сходящийся внутри круга С, и его можно расположить по целым степе- 
ням переменного 2. . 

Коэфициент $ при гР в разложении функции Е (2) равен, на основании этого, 
пределу при п-›00 коэфициента б,„„ при 22 в сумме о: |... +0», или, что 
то же самое, в разложении произведения 


Р,=И- т) +)... Пи) 


этот коэфициеит получится, следовательно, если распространить на бесконечные 
произведения обычное правило для нахождения ‘коэфициеитов при степенях 2 
в произведении конечного числа многочленов. 

Например, бесконечное произведение 


Е (2) = (1-2) (1+ 2) (1+ 29...12”)... 


разлагается по степеням 2, при условии, что |2|< 1. Любая стенень 2, напри- 
мер 2^, присутствует в этом разложении с коэфициентом, равным единице, так как 
всякое целое число М может быть записано одним и только одним способом 
В виде суммы степеней числа 2. Следовательио, имеем при |2 |< 1: 


Ветер... фич... =. 


1—2 


, (16) 
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что можно также весьма просто доказать при помощи тождества 
1— 22" ‚ я-1 
> =а+эа+»а-аА)...а+2 ). 


265. Показательная функция. Очевидно, что арифметическое опреде- 
ление показательной функции не имеет никакого смысла, если показа- 
тель — мнимый. Следовательно, чтобы обобщить определение показа- 
тельной функции, необходимо исходить из такого ее свойства, которое 
можно распространить на случай комплексного переменного. Мы при- 
мем за основание свойство, выражаемое функциональным соотноше- 
нием ах -а“' —=а“тх'. Определим целый ряд /(2), сходящийся в круге 
с радиусом Ю и удовлетворяющий условию 


Ка-Н 2) = (2). 142), (17) 
когда модули количеств 2, 2', 2-2 меньше Ю; последнее, наверное» 
будет иметь место, если |2| и |2'| меньше С. Если мы положим 
в. предыдущем соотношении 2'—=0, то будем иметь: 


Л(г) = (г). (0); 


следовательно, должно быть: /(0) ==1. Представим искомый ряд в виде: 


Пт а. Ни .. 


Заменим последовательно в этом ряде 2 через №, затем через М 
где } и К — постоянные и #Ё-— произвольное переменное, и составим 
произведение обоих рядов; мы получим: 


года =1-- А-а!) Е--.. 

(али + --а, зам-ти-... Нам) .. 
С другой стороны, мы имеем: 

е-ит оке... то. @-ими-.. 


Равенство }(\Ё-Н 1) —=1(1).1О’Ь должно иметь место при всех зна- 


чениях 4, \', 6 удовлетворяющих неравенствам: ‚\ | < 1,1%! < 1 ‚121 -5 к ; 


следовательно, оба ряда должны быть тождественны между собою, т. е. 
должно быть: 

‚ п п(п—1) р 

п — п —1! —2`)'2 т 

Я (АН») —=а,^ + т а„_1а1 и" т) 1 .0 ай” \ +. м „На, ° 


Отсюда вытекают соотношения @„==а,_14, @,==а,_›а,,...; Их 
можно соединить в единственное условие: 


бра ра, (18) 


где ри 9 — любые целые положительные числа. 
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Чтобы найти отсюда общее решение, предположим, что д==1, и 
положим последовательно р —= 1, р=2, р=3,... умы получим 4, == а, ?, 
далее, а; = 4.4. =4.3... и, наконец, а,== а)”. 

Легко видеть, что полученные таким образом выражения вполне 
удовлетворяют условиям (18), и следовательно, искомый ряд имеет вид: 


(а.2)?2 (а. г)" 
Даа т . + ---тто у + .-..; 
этот ряд — сходящийся во всей плоскости, и соотношение 
(г =’) = (г). 1 (2) 
удовлетворяется при всех значениях 2 и 2'. 


Предыдущий ряд зависит от произвольного постоянного а;; обозна- 
чим функцию, соответствующую 4, ==1, через ег: 


2п 


—1+ 2 2 | г. 
= таг. Руси г...) 


так что, следовательно, общее решение предложенной задачи будет еби. 

Если 2 имеет действительное значение х, то целая функция е? сов- 
падает с известною из алгебры показательной функцией е*, и мы имеем 
при всяких 2 и 2': 


ег" — 271.2”. 
Производная от функции е? равна этой же функции. На основании 
формулы сложения (17) имеем: 
е’+7 — вех. в", 


отсюда, чтобы вычислить е’, когда. 2 имеет мнимое значение х-| уг, 
достаточно уметь вычислять е?’. Собирая вместе члены одинаковой чет-. 
ности, мы можем представить разложение ев виде: 


У У ‚(у У У 
УГ — _ >. . — . 
= 15 РТ +13 Т.2-3 112.345 "`` 


мы видим, что в правой части находится разложенне с05у и зу, и 
мы имеем при действительном у: 


ей — со у | {5ту. 
Заменяя в предыдущей формуле е” найденным выражением, получим: 


27471 — е (созу ---{[5шу), (19) 


— функция е*+7 имеет модуль е” и аргумент у. 

Из этой формулы видно важное свойство функции е”: если мы за- 
меннм 2 через 2- 211, то х не изменится, ау получит прирашение 2т, 
что не изменяет значения правой части формулы (16). Следовательно, 
е2+2= — 67 показательная функция е? имеет период 214. 

Решим уравнение 6? — А, где А — какое-нибудь мнимое количество, 
отличное от нуля. Пусть будут р и ® модуль и аргумент количества А; 
мы имеем: 


6+9 — ех (созу -- {51 у) == р (с0$ ® |. {91 0); 


г —=2, ую + 2Ёп. 


отсюда: 
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Из первого соотношения получим: х==1оер, причем знак 102 0бо- 
‘значает всегда неперов логарифм от положительного числа; что ка- 
сается у, то оно имеет бесконечное множество значений, разнящихся 
между собою на кратное 2п. Если А=0, то уравнение е*=—0 невоз- 
можно. Следовательно, уравнение е?= А, где А отлично от нуля, 
имеет бесконечное множество корней, заключающихся в формуле 
102р-- 1 (®-- 2"); уравнение е’==0 не имеет ни одного корня, дей- 
ствительного или мнимого. 


Примечание. Можно было бы также определить е?, как предел много- 
\т 
члена (1 + =) при неограниченном возрастании т. Метод, которым пользуются 


В алгебре для доказательства, что этот многочлен имеет пределом ряд >, при- 
меним также и для миимых зиачений 2. 
266. Круговые (тригонометрические) функции. Чтобы определить $т 2 
и с05$2 для мнимых значений 2, мы распространим непосредственно на 
мнимые значения целые ряды, выведенные для действительного перемен- 
ного; положим при 2 мнимом: 


$1 2—2 2 + 2 ) 
т ТТТ 945 °°°’ | 
, } (20) 
с0$2=1 2. Е 
251.01 1.23.4 ‘'° ] 


Функции (20) суть целые трансцендентные функции, к которым прило- 
жимы все свойства круговых (тригонометрических) функций. Так, из 
формул (20) видно, что производная от зш2г есть с0$2, производная 
от с052 есть — $12; при замене 2 через —2 функция $п= изменяется 
в — 512, тогда как с0$2 не меняется. _ 

Эти новые трансцендентные функции приводятся к показательной 
функции. В самом деле, рассмотрим разложение 2’ и соберем вместе 
члёны одинаковой четности: 


22 2“ 2 23 
г —— у к ` 
То а— :..+1(1 ны 


на основании формул (20) последнее равенство можно представить 
в виде: 

ей! — с082--15щ2. 

Изменяя 2 в —2, получим также: 

е-# —6с0$ 2 — 1512; 

из этих двух соотношений найдем, обратно: 
ег! е-# , ей — е-и 
сова еТИ, Эа =; (21) 
2 21 


Это — известные формулы Эйлера, приводящие круговые функции 
к показательной. Из них видна периодичность этих функций, так как 
правые части соотношений (21) не изменяются при изменении 2 
в 2--2п. Возводя формулы (21) в квадрат и складывая, получим: 


6052 2 + $12 2=1. 
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Возьмем еще формулу сложения е@-1 =)! — ее2", или 
со$ (2 + 2') 131 (2-- 2’) == (с0о$ 2 -- {31 2) (с0$ 2'-|- {51 2') = 
== (с0$ 2 с0$ 2' — зш2зш2') 1 ($1 2 с0$ 2' -- 0$ 2 312"); 


изменяя в этой формуле дв —г2гиг’в —_2', получим: 
) 


0$ (2-|- 2') — [91 (2 -- #') = 
— (50$ 2 60$ 2’ — $тг $1 2') — 1 (51 2 с0$ 2' -- с0$ 2 1 2'); 
из этих обеих формул имеем: 
с0$ (2 -+ 2!) == с0$ 2 с0$2' — зтазш 2’, 
$1 (2 -- 2') == зтг со$ 2'-- с0$ 2 $2". 
Следовательно, формулы сложения тригонометрических функций, а 
также все следствия этих формул распространяются и на случай мни- 
мых аргументов. Вычислим, например, действительную часть и коэфи- 


циент при Ё в с0$(х - УЙ) и зт(х-- У). Мы, прежде всего, имеем по 
формулам Эйлера: 


, е-у + е 
с0$ уф = =— ву, 
2 
е7— ©. 
$ У ог == ВУ; 


затем из формул сложения получаем: 
с0$ (х -- УЙ) == с0$ Х с0$ УЁ — $1 х зп у{ = с05 ух сНу — {т х $Пу, 
эт (х -- уй = зщ х со$ у -[- с0$ х $ у = за хсву + 2 с0$х $Н у. 
Остальные круговые функции приводятся к предыдущим. Например, 
мы имеем: 
зт2 1 ей ей. 
082 Гей-етя” 


это можно представить иначе в виде: 
1 ей —1 
=... 

ы г ей --1 


Правая часть есть рациональная функция от е?#; следовательно, #2 
имеет период п. 

267. Логарифмы. Если дано мнимое количество 2, отличное от нуля, 
то, как мы видели выше ($ 265), уравнение е“ =2 имеет бесконечное 
множество корней. Пусть будет и==х--{у; если р и ® обозначают 
модуль и аргумент количества 2, то должно быть: 


е==р, у==ю-Н2Ат. 


Каждый из этих корней называется логарифмом от 2; его обозна- 
чают через Гор (г). Следовательно, мы имеем: 


Гов (2) = 10-Е (о -- 2Ат), 


причем знак 108 обозначает обыкновенный неперов логарифм от поло- 
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жительного числа. Таким образом всякое действительное или мнимое 
количество, отличное от нуля, имеет бесконечное множество логариф- 
мов, образующих арифметическую прогрессию с разностью 2п{. В част- 
ности, если 2 есть действительное положительное число х, то ®=0, 
и, взяв —0, мы получим обыкновенный логарифм; но кроме него 
логарифм имеет еше бесконечное множество мнимых значений вида 
102 х-- 2#т17. Если г — число действительное и отрицательное, то можно 
взять ®=1п; в этом случае все значения логарифма — мнимые *. 

Пусть будет 2 другое мнимсе количество с модулем р’ и аргумен- 
том ®'. Мы имеем: 


Го (2') = 105 0' ("| 2); 
складывая оба логарифма, получим: 
Го (2) -|- Гов (2') = 108 ро! -- Г[ю -- ®' 2 (2 №) т]. 


Так как 05’ равно модулю количества 22’, а ®-|- и'— его аргументу, 
то эту формулу можно представить также в виде: 


Гор (г) -[ Тов (2') == 108 (22); 


отсюда видно, что, складывая какое-нибудь из значений [09 (2) с ка- 
ким-нибудь из значений Т.05(2’), мы получим в сумме одно из значе- 
ний 1.09 (22'). 

Предположим теперь, что переменное 2 описывает в своей плоско- 
сти какой-нибудь непрерывный путь, не проходящий через начало коор- 
динат; вдоль этого пути би & изменяются непрерывно, то же имеет 
место и для различных значений логарифма. Но, если 2 описывает замк- 
нутый путь, то могут представиться два существенно различных слу- 
чая. Если 2, выйдя из точки 2, возвращается в эту точку, описав 
замкнутый путь, не содержащий внутри себя начала координат, то 
аргумент ® количества 2 принимает свое начальное значение, и различ- 
ные значения логарифма возвращаются, соответственно, к своим началь- 
ным значениям. Если бы мы представили каждое значение логарифма 
точкою, то каждая из этих точек описала бы замкнутую линию. На- 
против, если переменное = описывает замкнутый путь вида М, ММР 
(черт. 455), то аргумент количества 2 возрастает на 2п, и каждое зна- 
чение логарифма приходит к своему начальному значению, увеличен- 
ному на 211. 

Вообще, если 2 описывает какой-нибудь замкнутый путь, то конеч- 
ное значение логарифма равно его начальному значению, сложенному 
с 2А1[, где Ё есть целое положительное или отрицательное число; это 
число равно алгебраической сумме полных оборотов, сделанных радиу- 
сом-вектором, соединяющим начало координат с точкою 2, в то время, 
когда = описывает свой замкнутый путь. Таким образом, если не нало- 
жено никаких ограничений на изменение переменного 2, то нельзя рас- 
сматривать различные значения [.0° (2) как несколько различных функ- 


* Иногда называют главным, или приведенным, значением логарифма Гор (=) то его значение. 


у которого коэфициент при м: имой час1и > —ти = п. Оно является в то же время значением 
© наименьшим модулем, 
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ций от 2, так как можно перейти непрерывно от’ одного из этих 
значений к другому. Это — различные ветви одной и той же функции, 
переходящие одна в другую при обходе около критической точки 2 ==0. 

Внутри области, ограниченной одною замкнутою линиею и не со- 
держащей начала координат, каждое из значений Го (2) есть непре- 
рывная и однозначная функция от 2. Чтобы доказать, что эта функция 
голоморфна, достаточно показать, что она имеет в каждой точке един- 
ственную производную. Пусть будут 2 и 2, близкие между собою 
значения переменного, и 1.08(2) и 105(2.) — близкие значения вы- 
бранного значения логарифма; когда 2; стремится к 2, то модуль 
разности 108`(2,) — 105 (г) стремится к нулю. Положим Гов(2)==и, 
Го8 (2) = и; мы имеем: 

Гов (2.) — 1.08 (2) и — 


2. —2 ем — ей ’ 


ей — ей 
но при приближении и; к и частное —__— у Имеет пределом производ- 
—и 
1 


ную от 2“, т.е. ей, или 2. Следовательно, логарифм имеет в каждой 
точке единственную производную, равную —. 


Вообще, 1.02 (2 — а} имеет бесконечное множество значений, заме- 
щающих друг друга при обходе вокруг критической точки 2==а; про- 


изводная этой функции равна : . 
—а4 


Функция 2”, где т — любое число действительное или комплекс- 
ное, определяется при помощи равенства: 


2тТ — ет108 (2). 


Если т не есть действительное рациональное число, то эта функ- 
ция, подобно логарифму, имеет бесконечное множество значений, заме- 
щаюших друг друга прн обходе переменного 2 вокруг точки 2==0. 
Достаточно провести бесконечный разрез вдоль полупрямой, выходящей 
из начала координат, чтобы каждая ветвь этой функции была голо- 
морфною функциею во всей плоскости. Производная этой функции 
имеет выражение: ° 

Птьо — тат, 
2 


очевидно, что следует брать одинаковые значения для аргумента коли- 
чества 2 как в функции, так и в ее производной. 

268. Обратные функции: агс $12, агс ®2. Функции, обратные функ- 
циям $12, с0$2, 2, определяются аналогичным приемом. Так, функ- 
ция ий — агс $2 определяется соотношением: 


2 — 5ти; 


чтобы решить это уравнение относительно #, представим его в виле: 


3 э. Гуреа, т, ИП, ч. 1. 
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Вводя вспомогательное неизвестное И==ей, получим отсюда для И 
уравнение второй степени: 


(т — 20 —1=0, (22) 
Из этого уравнения находим: 
ив иИТ А, (23) 
и, следовательно, 
и == агс та 10 -ВИТ= (24) 


Таким образом уравнение &==$ти имеет два ряда корней, проис- 
ходящих, с одной стороны, от двух значений корня /1 — 22, с дру- 
гой стороны, от бесконечного числа значений логарифма. Но, если изве- 
стно’ одно из этих значений, ‘то из него легко вывести все остальные. 
Пусть будут ==!“ и 0” == р"е®" корни уравнения (22); эти два 
корня связаны соотношением: (0”==—1; следовательно, 0'0” =1, 
ы о" ==(21 21) п. Очевидно, что мы можем предположить в” == 
—п--®', и тогда будем иметь: 


Тов ((") == 10 р’ (о 4 22%), 
Го (0") —— 108 0' (п — ©’ -- кит). 


Следовательно, все значения агсзш2 содержатся в одной из двух 
формул: 
агс т 2 —= ®' {+ 2 — {105 0', атсзте==я-Р Ак — в! —=1050'; 


полагая и’ ==" — {108 0', мы можем представить предыдущие равенства 
в виде; 
агс эт 2 = и! |- 2Ап, (А) 
агс $т 2 — (24-1) п— и. (В) 


‚ Если переменное 2 описывает непрерывный путь, то различные 
значения логарифма в формуле (24) изменяются, вообще, непрерывно. 
Действительно, единственными возможными критическими точками 


являются точки 2=--1, вокруг которых оба значения корня УТ — 2? 


взаимно перемещаются; количество #2 У 1 — 22 не обращается в нуль 
ни при каких значениях 2, так как, возводя в квадрат обе части урав- 
нения и УТ — 22, получаем 1==0. : 
Проведем два разреза вдоль действительной оси, один — от точки — оо 
по точки —1, и другой — от точки --1 до -- со. Если путь, описы- 
ваемый переменным, не может переходить через эти разрезы, то различные 
значения агс $ г суть однозначные функции переменного 2. В самом деле, 
если переменное 2 описывает замкнутый путь, не переходящий ни через 
один из этих разрезов, то оба корня`О’и (” уравнения (22) описы- 
вают также замкнутые пути. Ни один из этих путей не окружает на- 
чала координат; если бы путь, описываемый, например, корнем 1, 
окружал начало кооржинат, то этот путь пересекал бы ось Оу по край- 
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ней мере один раз в точке, лежащей над осью Ох. Но в силу соотно- 
шения (22) значению корня И вида а (а>> 0) соответствует для пере- 
1-9? 

24а 
вательно, путь, проходимый точкою 2, должен был бы переходить 
через разрез между точками |1 и -- <®. 

`Далее, различные значения агс зп суть голоморфные функции пере- 
менного 2 *. В самом деле, пусть будут и и и; близкие между со- 
бою значения агс зщ 2, соответствующие близким значениям 2 и 2, пере- 
менного. Мы имеем: 


менного 2 значение ‚ действительное и болынее единицы. Следо- 


и Ши, 
= —_; 
2—2 $Ш и, — ши . 


при приближении модуля разности и, — ик нулю правая часть преды- 
1 ==1 . 
дущего равенства имеет пределом =—- -——. Лва значеиия произ-' 
сои УТ 2? 

водной соответствуют двум рядам значений (А) и (В) функции агс тг. 

Если на изменение переменного 2 не наложено никаких ограниче- 
ний, то можно перейти от данного начального значения агсзтг к лю- 
бому из значений, заставляя переменное 2 перемещаться по соответ- 
ственно выбранному замкнутому пути. В самом деле, ‘прежде всего 
очевидно, что если 2 описывает вокруг точки 2 = 1 замкнутый путь, 
не заключающий внутри себя точки &==—1, то оба значения корня 


у! — 2? взаимно переставляются, и мы переходим от значения ряда (А). 
к значению ряда (В). Предположим затем, что мы перемешаем 2 по 
окружности с радиусом А, большим единицы, и с центром в начале 
координат; тогда обе точки Е", {/” описывают замкнутые пути. В силу 
уравнения (22) точке ; —=-- А соответствуют два значения (, именно, 
(=, И" =, где а и В — положительны; в силу того же уравне- 
ния точке 2==— А соответствуют значения (Л ==— м, (”=—й, 
где а’и В'— также положительны. Следовательно, замкнутые пути, опи- 
сываемые каждою из точек (/', И”, пересекают ось Оу в двух точках, 
расположенных по обе стороны точки О; каждое из значений 1.02 ((”), 
Год ((”) возрастает или уменьшается на 217. 

Таким же образом функция агс 2 определяется при помощи соот- 
ношения © и=—2, или 


1 2—1. 
— реш-Т” 


* Если мы возьмем в /=# + ИТ-— 2% то значение корня, которое при 2=0 обращается в --1, 
то действительная часть (7 остается положительною, если перемениое = не переходит через раз- 


4: п я 
резы, и можно положить О=Ае , где Ф заключается между — 5 и +. Соответствующее зна- 
1 
чение количества я Год (0) 


агс т 2=т то (И/)=Ф— По В 


иазывается иногда главным значением атс зт 2; оно приводится к обыкиовеиному зиачеиию 
арксинуса, если =— действительиое и заключается между —[Ёи -[ 1. 


З* 
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отсюда имеем: еш — 1 -# _ 1—2 
1—# 12’ 
и, следовательно, 1 а 
ас 42—60 
21 1 2 


Из этого выражения видно, что атс г имеет две критических лога- 
рифмических точки ——-#. Если переменное г перемещается вокруг одной 


1—2 
из этих точек, то и) возрастает или убывает на 2пр а асю 2 


возрастает или убывает на п. 

269. Прнложение к интегральному исчислению. Производные от опре- 
деленных выше функций комплексного переменного имеют те же выра- 
жения, как и в случае действительного переменного. Обратно, правила 
иахождения начальных функций распространяются также и на простей- 


шие функции комплексных переменных. Так, обозначая через [ла 42 


. 


всякую функцию комплексного переменного 2, производная которой 
равна /(г), будем иметь: 


Аа А 1 , 
| (2—а”"  т—1(2— ат" (т-1, 
А а 
ен Го& (2 —а)- 


При помощи этих двух формул можно найти первообразную функ- 
цию от любой рациональной функции с действительными или мнимыми 
коэфициентами; нужно только знать корни знаменателя. 

В частности, рассмотрим рациональную функцию действительного 
переменного х с действительными коэфициентами. Если знаменатель 
имеет мнимые корни, то они будут попарно сопряженными и одина- 
ковой кратности. Пусть будут а-- Ш и а— В сопряженные корни 
кратности р. Если при разложении на простые дроби мы будем посту- 
пать с мнимыми корнями так же, как с действительными, то корень 

а--В даст ряд простых дробей: 


М. № М.- № М, Мы . 
ха ' (ха т (ха — В’ 
корень & — ВЕ даст такой же ряд, в котором числители будут сопря- 


женными с числителями предыдущего ряда. Соберем в начальной функ- 
ции члены, происходящие от сопряженных дробей; мы имеем при р`> 1: 


м,-+ МА м 
рая рые 


1 | М, М М, — М |- 
Рава Гы ат 

1 (М Мдх-фа- В Р-1-|... 
р афер ' 
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причем, очевидно, числитель представляет сумму двух сопряженных 
мнимых многочленов. Если р-=:1, то 


Ем | М, — М 
ее в к рае 
—= (М, - №, 2 108 [(х — а) —В1-- (М, — Мдтов [(х — а + ВА. 


Заменяя логарифмы их выражениями (5 267, 268), нолучим в пра- 
вой части: 


М, 1085 [(х— а)? + ?] --2М, агсе 2 ; 


|. п х—а 
достаточно заменить ас —— через | — — асю -——), чтобы 
х—а 2 8 
притти к результату, который может быть получен непосредственно, 
без употребления мнимых символов. 


Рассмотрим еще неопределенный интеграл: 


ах 
вает А’? 
У Ах? + 28х- С 
имеющий два существенно различных вида в зависимости от знака 
коэфициента А. 


Вводя комплексное переменное, можно обе формулы привести к од- 
ной; в самом деле, если в формуле 


ах 
= Рор(х 1-м 
ее БЕов (х--У 1-2) 
мы заменим х через 1х, то получим: 


| ИГ —=-- Тов (= НУТ— х); 


здесь правая часть представляет как раз агс $шх. 

Таким образом введение в интегральное исчисление мнимых симво- 
лов позволяет приводить одну ‘к другой такие формулы, связи между 
которыми мы не могли бы заметить, оставаясь в области действитель- 
ных количеств. Вот еще пример упрощения от введения мнимых коли- 
честв. Мы имеем при а и 6 действительных: 
газ х — а—ы 


а- ый а? т 
приравнивая между собою действительные части и коэфициенты при &, 
мы сразу получаем два уже известных интеграла (т. Т, $ 103): 
е@*(а соз 6х -- рзтёх) 
а? -- 52 ? 
. ейх(т 6х — 6с0$ 6х 
емезшбхии = ( ) 


а? |. 52. у 


лены 4х = ейх (соз рх 2 т5тбх); 


| ейх с0$ 6х ах — 


38 ГЛАВА ХШ. ПРОСТЕЙШИЕ ФУНКЦИИ $ 269—270. 


Интегралы 


\ хтеах сов фх ах, ) хтьах зпрх ах 


таким же путем приводятся к интегралу [итеечых ах, который при т 


целом и положительном нетрудно вычислить последовательным приме- 
нением интегрирования по частям. , 

270. Разложение на простые элементы рациональиой функции от 511 2. 
и с0$2. Пусть будет‘ дана рациональная функция Е (512, с0$2) от зта 
И с0$2. Заменим в ней 912 и с05$2 их выражениями по формулам 
Эйлера; тогда функция Р(5тг, с0$2) обратится в рациональную функ- 
цию Ю(Й'от #— 21. Разлагая функцию А (1) на простые элементы, мы. 
получим сначала целую часть и затем ряд дробей, происходящих от 
корней знаменателя функции А (В. Если этот знаменатель имеет корень 
{—0, то мы присоединим к целой части также и дроби, происхоля- 
щие от этого корня, вследствие чего мы получим или многочлен или 


рациональную функцию 
Ю, (= У Ки", 


где показатель т может иметь и отрицательные значения. 
Пусть будет Ё—а корень знаменателя, отличный от нуля. Этот ко- 
рень даст сумму простых дробей: 


А, | А, Ал 
Тата. 


Так как корень а не равен нулю, то уравнение е“ ==а имеет ко- 


2 —&а 
выражается весьма просто через сю (7;“). В самом. 


О 


рень а; — 
деле, мы имеем: | 
2—а де -е“ 2 
о [ЕЙ]; 
о ей — ем е2 — ем 


отсюда, обратно, получаем: 


1. 1 1 , 2—4 
ая ая [1+1 ( р) }]. 


Таким образом рациональная функция (И обращается в многочлен. 


2 —а 
п-й степени относительно се —5_}: 
. \ 


д Аи (5) ливе (21) +... Ау (5“). 


В <вою очередь, последовательные степени котангенса до и-Йй можно 
выразить через его последовательные производные до (п — 1)-йЙ; в са- 
мом деле, мы имеем: 

482 __ 1 
42 ^ 312 


—1 — с? 2; 
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р асе 2 
с помощью этой формулы можно выразить с?2 через —12_ + И нетрудно 


доказать, что если этот закон верен для с®”2, то он будет также ве- 
рен и для сю"”+12. Таким образом предыдущий многочлен и-й степени 


. 2 —&4 
относительно (2) обратится в линейное выражение относи- 


2 —а 
тельно сю (25°) и его производных: 


а а"- 2 —а 
м, м, (> "+ м, с; сю 5“). РМ. = ав 5 
Поступим так же со всеми остальными корнями Ф, с,..., { знамена- 
теля функции А (И, отличными от нуля, и сложим полученные резуль- 
таты, заменив предварительно в А. (#) переменное # через ей. Рассма- 
триваемая рациональная функция АР (312, с0$2) будет состоять из двух 
частей: 


Е ($12, с0$2) =Ф (2) -- 4 (2); (25) 
функция Ф (2), аналогичная целой части рациональной функции, имеет 
ВИД: | 

Ф(2)—=С--У (2 с0$ т2 + В„ п тг), (26) 


где 71 — целое число, не равное нулю. Что касается 4 (2), то она ана- 
логична дробной части рациональной функции и представляется выра- 
жением вида: | 


Ч\(г) = мн (> м, се. (25) +... 
м, ие (: - ") + 
НМ, (=; м, в [55")+. .. } (27) 


= —а 
Здесь простым элементом служит функция с (= ‚ как для ра- 


циональной функции простым элементом служит дробь - . 
о | 2 — а. 


С помошью такого разложения легко проинтегрировать функцию 
Е ($12, с0$2); в самом деле, мы имеем: 


авиа (5) ] 


Остальные члены ‘интегрируются непосредственно. Чтобы начальная 
функция была периодическою, необходимо и достаточно, чтобы все 
коэфициенты С, М;, №,... были равны нулю. 
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На практике, чтобы представить функцию Р(9п2, с0$2) в окон- 
чательном виде (25), не всегда бывает необходимо проходить через все 
эти последовательные преобразования. Пусть будет а значение перемен- 
‘ного 2, обращающее функцию ЕЁ в бесконечность; простым делением 


1 
всегда можно вычислить коэфициенты при —— ———_.... В Ча- 
ег Ф Ри Ши’ (2 — а)?’ 


сти, обращающейся в бесконечность при 2==а (т. 1, $ 179). С другой 
стороны, мы имеем: 


сю (- 5" = | Р (2—9), 


где Р (2 — а) — целый ряд; таким образом, приравнивая между собою 


коэфициенты при последовательных степенях в обеих частях 


формулы '(25), мы легко найдем М,, М,,..., М 
1 


п* 


Рассмотрим, наприме нкцию — ———; полагая ей =, е#—а 
рим, например, фу 6052 — соза” у ” 


мы представим ее в виде: 
24 


ето ци, 


знаменатель имеет два простых корня #=а и #== 


1 
—, и степень чи- 
а 

слителя меныше степени знаменателя. Следовательно, мы будем иметь 


разложение вида: 


1 
с0$ 2 — с05 а 


сме (: 57| 4- Ме (5 


Чтобы определить М, умножим обе части равенства на 2 —@ан 


1 
затем положим 2=4; мы получим: М = —; 


——. Точно так же най- 
2 та 


1 
дем №М=— ана° Заменяя Ми М этими значениями и полагая 2—0, 
зта 


будем нметь С—0; таким образом, окончательная формула будет: 


1 1 [2 а (: —а 
с052-с05 4 та | :( 2 2 
Применим еще общий метод к целым степеням от зтг И с0$2. Например, 


мы имеем (с0$2)т — 


собирая вместе члены, равноотстоящие от 


крайних членов разложения числителя, и применяя формулы Эйлера, получим 
‘непосредственно: 
тт-—| 


(2с0$ 2) — 2 с0$ та + 2т с0$ (т — 2) 2] + 2—5 


Если т — нечетное, то последний член содержит со52; если т — четное, то 


0 


с0$ [(т — 4)2] +... 


последний член разложения не зависит от & и равен 
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Точно так же имеем при т нечетном: 


(Фрзт 2)т — 2 т 2 — 2 а [(и — 2) 2] + 2 ны за [(т — 4) 2] —..., 


при т четном: 
т 


(2251 2)т = 2605 ша — 2т соб [(т — 2)2] -- ... +12 и 


т | \° 
(5') 
Из этих формул непосредственно следует, что начальные функции от ($ 2)" 


и (с052)м будут периодическими функциями от 2, если т нечетное, и притом: 
только в этом случае. 


Примечание. Если фуякция Р ($12, с05 2) имеет период т, то ее можно 
выразить рационально через е?Ё и взять за простые элементы с (2 — а),. 


с (2— №)... 


271. Разложение Г.оз (1 -|- 2). Трансцендентные функции, которые мы 
только что определили, распадаются на два рода: одни, как е?, $т2, 
с052, голоморфны во всей плоскости, другие, как [052, агс 45 2,..., 
имеют особые точки и не могут быть представлены разложениями в це- 
лые ряды, сходящимися во всей плоскости. Тем не менее, для этих по- 
следних функций существуют разложения, пригодные для некоторых 
частей плоскости; мы покажем это для логарифмической функции. 

Простым делением мы приходим к элементарной формуле: 


1 2п+1 


ЕЕ Си; 


если [2] < 1, то при неограниченном возрастании числа п остаточный 
2711 


злен ГЕ? стремится к нулю, и мы имеем внутри круга С с радиусом, 
РЯ й 


равным единице: 
| 1 
1+ 2 


Пусть будет Р(г) ряд, получающийся от интегрирования почленно 
предыдущего ряда: 


=1 2-22 —2-|-...-- (—1)"2" +... 


2 22 271 


4. 
Та есии 


этот ряд — сходящийся в круге С и представляет в нем голоморфную 


Е (2) = +1! *”°° 


1 
функцию, производная которой есть В" =. Но мы уже знаем 


функцию, производная которой имеет то же выражение: это Гор (1 -|- 2) 
Следовательно, разность Гор (1-|- 2) — Ё(2) равна постоянному *; чтобы" 


* Чтобы производная аналнтнческой функцни Х-- У была равна нулю, должно быть ($ 57) 


9х ду ду й) 


— =0, — =0 и, следовательно, — =0, 9% 0; отсюда следует, что Х и У— постоянны. Таким же 
9х 9х ду у 


образом, исходя из условий (1), легко показать. что модуль аналитической фуикции УХ: -|- У? 
не можег оставаться постоянным в какой-либо области, как бы мала она ни была, без того, чтобы 
сама фуикция / (2) не обращалась в постоянное. 


й 
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найти это постоянное, необходимо точно определить выбранное значе- 
ние логарифма. Если мы возьмем то значение, которое при 2 ==0 обра- 
щается в нуль, то во всех точках внутри круга С будем иметь: 

2 22, 23 24 


ов (1 2) = ПУ... (28) 


Соединим точку А с точкою М, представляющею переменное 2 
{черт. 50); модуль количества 1--г представится длиною г== АМ, и 
за аргумент можно взять угол а, обра- 
зуемый прямою А/М с АО; если точка 
М остается внутри круга С, то этот 


п п 
угол заключается между — -.- и +5 


Значение логарифма, обращающееся в 
нуль при 2==0, равно 1057-м, н 
формула (28) не представляет никакой 
неопределенности. 

Изменяя в этой формуле в —2 
и взяв разность обеих Форму получим: 


цию МИРЕЙ.) 


если в этой формуле мы заменим 2 через 2, то будем иметь разложе- 
ние агс 4 2:' 


... 


1-21) -2 23, 25 
Е }= += 


Ряд (28) остается сходящимся во всякой точке на самом круге сходимости, 
кроме точки А ($ 262, выноска); следовательно, ряды 


0520 с0530  с0$40 


у +3 4 +. 
, уп 98 эт 30 — зш 40 
$10 — 5 -- 3—4 +... 


— оба сходящиеся для всех действительных зиачений 0, исключая @ -= (2 + [)х 
{см. т. Ь $ 58). По теореме Абеля сумма ряда в точке М! равна пределу, к кото- 
рому стремится сумма. ряла в точке М, лежащей на радиусе ОМ’, при прибли- 
жении М к М". Предположим, что @ заключается между — и -{ =; тогда угол а 


будет иметь пределом я: и предел модуля АМ будет равен ‘2’ с0$ 5. Следова- 


тельно, мы получим: 
0 "<0520 0338 оз 40 
108 (20055) ==с0з0 — о + 3—4 +... 


8 , п 20 зп 30 . 
5` = $10 о + 3 —.:*. ([—<0<»®). 


Если в. последней формуле мы заменим 0 через «— 0, то найдем формулу, 
уже выведенную раньше непосредственно ((т. 1, $ 195). . 
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272. Распространение формулы бинома. Абель в своей работе, основ- 
ной в теории цедых рядов, определил сумму сходящегося ряда: 


фт, дата" ау... | 
9 
р. — ) 


при всех действительных. или. мнимых значениях т и 2, при условии 
|2|<1. Эту задачу можно было бы решить при помощи диференци- 
ального уравнения, как это было указано для случая действительных 
переменных (т. Г, $ 174). Мы укажем здесь другой метод, представля- 
ющий применение рассуждений $ 265 и ближе примыкающий ‘к методу 
Абеля. Предположим, что г дано, и |2|<\1; изучим свойства количе- 
ства Ф(т, 2), рассматривая его как функцию от 1. Если т — целое 
положительное число, то очевидно, что эта функция обращается в мно- 
гочлен (1 -|- 2)”. Если т и т’ — произвольные значения параметра т, 
то всегда: 


Ф(т, 2)-Ф(т', 2) =®(т-т,, 2). (30) 


В самом деле, составим по обыкновенному правилу произведение 
обоих рядов ф (т, 2) и $(т', 2); коэфициент при 2Р в этом произве- 
дении равен: 


‚ ! ! ' 
тт, тут, ть |... тт, ть, (31) 
где для краткостн мы положили 


__т(тр—1)... (т 1) 
"— 1.2... 


Функциональное соотношение (30) будет доказано, если мы пока- 
жем, что выражение (31} тождественно с коэфициентом при 2гР в 
Ф(т-Нт,, 2), т.е. с (т -|-т'),. Можно было бы непосредственно убе- 
циться в верности тождества: 


(т т) =т, т, ти... Нтт ть, (32) 
но можно и не производить вычисления, если мы заметим, что соотно- 
шение (30), наверное, удовлетворяется всякий раз, когда т и т’ — це- 
лые положительные числа. Таким образом обе части формулы (32) 
суть целые многочлены относительно т и т’, равные между собою 
всякий раз, когда т и т’ — целые положительные числа; следовательно, 
эти многочлены между собою тождественны. 

С другой стороны, функцию ф(т, 2) можно разложить в целый 
ряд по возрастающим степеням количества т. В самом деле, если мы 
выполним в $ф(т, 2) все указанные произведения, то мы можем рас- 
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сматривать $(т,2} как сумму двойного ряда, вычисляемую по 
столбцам: 


— т РТ а 3 М ор 
оф(т, = --2 32 Е 


Г1.2...р 


ооо оо ‚ 
. 
оо . 


2Р 


(33) 
Этот двойной ряд-— абсолютно сходящийся. В самом деле, пусть 


будут |2| = и |т|==0; если мы заменим каждый член в (30) его мо- 
дулем, то сумма членов нового ряда, стоящих в (р-+-1)-м столбце, бу- 


дет равна: 
(3-1)... (в -Рр— 1) 
1.2...р 


7, 


а это — общий член сходящегося ряда. Следовательно, можно соста- 
влять сумму двойного ряда (30) по строкам, и мы получим для ф(т, 2) 
разложение в целый ряд: 


Ф(т, г)=1 +7 т тт -... 


В силу соотношения (30) и полученных выше результатов ($ 265) этот 
ряд должен быть тождественен с еч”. Но коэфициентом при т служит 


2 22 23 
що о — -— | В 
а. = | 5 5... Гов (1-|- 2); 


следовательно, мы имеем: 

Ф(т, 2) ==" ат, (34) 
причем для логарифма должно взять то значение, которое обращается 
в нуль при 2==0. Выражение (34) обозиачают также через (1 -|- 2)”, но, 
чтобы избежать неопределенности, удобнее пользоваться выражением 
ет Ков (1 -- 2). 

Пусть будет т=и-уй если ги а имеют те же значения, как и 
в предыдущем параграфе, то 
ет Го (1-- 2) — е(в --\/) (0& ^-{- м) — р 105 г — а [0$ (на —- У105 Га) -- 


-Н 2 яп (ра + у108 7)]. 

В заключеиие исследуем свойства ряда $ (т, 2) на самом круге сходимости. 
Пусть будет И, модуль общего члена ряда в какой-нибудь точке 2 на этом круге; 
| т _п+1 | 
п , 


отношение двух последовательных членов ряда модулей равно 
если Мы, 


т. е., 


Ут вт 
п > п 


8 (п) 
+ 
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где при неограниченном возрастании л функция 8 (п) остается конечною. На осно- 
вании известного признака сходимости (т. 1, $ 155), этот ряд — сходящийся, если 
в 1 Ь и расходящийся во всех остальных случаях. Следовательно, ряд (29) — 
абсолютно сходящийся во всех точках на круге сходимости, если в поло- 
жительно. 

Если в +1 отрицательно или равно нулю, то модуль общего члена никогда 


Х 


не убывает, так как в этом случае отношение ое никогда не может быть мень- 


ше единицы. Следовательно, ряд — расходящийся. во всех точках на круге схо- 
димости, егли в —1 
Остается исследовать случай, когда —1< в=0. Рассмотрим ряд, общий 
член которого равен И.Р; отношение двух последовательных членов этого ряда 
равно: . 
а р _Ре+О в. 
п п? | п п ' 
если мы возьмем ры --1)>Ъ, то этот ряд — сходящийся. Отсюда следует, что 
И ‚2, а следовательно, и модуль И„ общего члена, стремятся к нулю. Сохраним 
в обеих частях тождества 
- (т, ла а=я(т-НЬ 2) 


только Те члены, степень которых меньше или равна п + 1; мы получим соотио- 
шение: 
тт—П... (тп 
ба" 


1+1, 


где би 5„ обозначают, соответственно, суммы (п -|- 1} первых членов в $ (т, 2) 
и вф(т - 1,2). Если действительная часть количества т заключается между —1 
и 0, то действительная часть количества т + 1 положительна. Предположим, что. 
|2| = 1; тогда при неограниченном возрастании числа пл сумма $„’ стремится к 
пределу ет + 1) 108 (1+2), а дополнительный член 
тт— |... (тп 
1.2...п 


как мы только что заметили, стремится к нулю; отсюда следует, что $, стремится 
также к пределу, если только не будет 1 +2—=0. Таким образом, если 
—1< в=0, то ряд — сходящийся во всех точках на круге сходимости, 
кроме точки г = — 1. | 


апт, 
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273. Геометрическое истолкование производной. Условия (2), выра- 
жающие, что Р-|-{© есть моногенная функция переменного х-+ 25, 
равносильны уравнениям (78) $ 253 (т. 1), встретившимся в совершенно 
иной проблеме. Пусть Ох, Оу — система прямоугольных осей на пло- 
скости, ОХ, ОУ— другая система прямоугольных осей в той же или 
в другой плоскости. Формулы Х==Р(х, у), У=@(х, у} определяют 
точечное преобразованне, ставящее в соответствие каждой точке т (х, у) 
первой плоскости точку М (х, у) во второй плоскости, и мы видели, что 
это преобразование сохраняет углы в том и только в том случае, если 
функции Ри О удовлетворяют одной из двух систем соотношений: 


ЭР 30 эР___99 (35) 
д д’ 9х’ 
аэР__ 90 ЗР_ 309 
д д’ де. (35 5:5) 
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Первая система соотношений выражает, что Р-:@ является анали- 

тической функцией переменного х--{у, а вторая — что Р—{® есть 
аналитическая функция от х-- фу. Впрочем, вторая система приводится 
к первой с помощью замены функции @ на —©, что сводится к тому, 
что преобразование второго вида может быть получено комбинацией 
преобразования первого вида с поворотом вокруг некоторой прямой, 
лежашей на плоскости. Окончательно, каждому конформному отобра- 
жению плоскости на плоскость соответствует аналитическая функция и 
‚обратно. 
Предполагая оси ОХ и ОУ, соответственно, параллельными и одина- 
ково направленными с осями Ох и Оу, — направление вращения углов 
сохраняется или не сохраняется в зависимости от того, удовлетворяют 
ли функции Р и @ соотношениям (35) или (35 5$). Действительно, 
в первом случае якобиан р 


О(Р, 9) 
О (х, у) 


(> 2 99 \2 
) + (>) ’ 
а во втором — этому выражению должен предшествовать знак минус. 
Чтобы понять этот результат, следует обратиться к самому опреде- 
лению производной. Пусть и=Х-|- У ==/(г) — функция комплексного 
переменного 2 ==х-[ ур, голоморфная в области А. Когда точка 2 опи- 
сывает эту область А, точка (Х, 7). описывает в своей плоскости об- 
ласть 4’, и мы предположим, для определенности, оси ОХ и ОУ, собт- 
ветственно, параллельными и одинаково направленными с осями Ох 
и Оу. | 
Пусть будут 2 и 2, близкие между собою точки области А, ии 
и, — соответствующие им точки области 4 из самого определения 
производной следует, что при приближении модуля разности 2—2 


выражается через 


и 
к нулю частное -1 имеет пределом производную /' (2), каким бы 


2. — 
путем разность 2—2 ни приближалась к нулю. Предположим, что. 
точка 2, приближается к точке 2, описывая кривую С, касательная 
к которой в точке 2 образует с прямою, параллельною направлению ОХ, 
угол а; при этом точка #, также опишет некоторую кривую С', прохо-- 
дящую через точку и. Исключим тот случай, когда Л(2) равно нулю; 
пусть будут ри ® модуль и аргумент количества |! (2), ги п. — рас- 
стояния 22, и ий, @ — угол между направлением 22, и прямою 2х!,. 
параллельною оси ОХ, и угол между направлением ий и. пря- 
мою иХ!, параллельною оси ОХ. Модуль разности Е ы равен =, 


и аргумент равен В — а’. Следовательно, мы имеем соотношения: 


Пт я —=р, Ши (В'— а!) =ю | 2Ат. 
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Остановимся на втором из этих соотношений; в нем можно поло- 
жить # —=0, так как это равносильно увеличению аргумента ® на крат- 
ное 2п. Если точка 2, приближается к точке 2, описывая кривую С, 
то а стремится к пределу а, следовательно, и В’ стремится к некото- 
рому пределу В, и мы имеем р=а-1 ®. Из этого равенства вытекает 
следующее предложение: итобы иметь направление касательной к кри- 
вой, описываемой точкою и, достаточно повернуть на постоянный 
угол в направление касательной к кривой, описываемой точкою =. 
Понятно, что мы здесь считаем соответствующими друг другу те на- 
правления касательиых, которые соответствуют направлениям совместного, 
движения точек 2 и и. 


Черт. 51а. Черт. 51Ъ. 


Пусть будет Д какая-нибудь другая кривая на плоскости хОу, про- 
ходящая через точку 2, и О’ -— соответствующая ей кривая на плоско- 
сти ХОТ. Обозначим через 1 и 8 углы между соответствующими на- 
правлениями касательных к этим’ обеим кривым и прямыми 2х’ и иХ"_ 
(черт. 51а и 515); мы имеем одновременно: 


В=а-о, б=у-о, 
и следовательно, 8 —В=у — а. Кривые С!' и 0’ пересекаются между: 
собою под тем же углом, как и кривые С и О. Кроме того, мы видим, 
что сохранилось также и направлеиие вращения углов. Заметим, что: 
наше доказательство неприменимо, если /(2) =0, так как в этом случае: 
угол В — @ не имеет определенного значения. 

В частности, если мы рассмотрим в какой-нибудь из плоскостей 
хОу или ХОУ два семейства кривых, ортогональных между собою, то 
соответствующие им кривые в другой плоскости образуют также два 
семейства ортогональных кривых. Например, семейства линий Х.= С, 
У— С! и семейства линий 


то@ (2) ==0С, ато (2) = С! (36) 


образуют на плоскости хОу ортогональные сети, так как соответствую- 
щие им линии на плоскости ХОУ будут в первом случае системами пря- 
мых, параллельных осям координат, а во втором — кругами с центром 
В начале координат и прямыми, выходящими из начала координат. 


ПРИМЕРЫ. 1. Пусть будет 2'== 2", где число а — действительное и положи- 
тельное число. Обозначим через г и 8 полярные координаты точки 2, и через /' и 
8" — полярные координаты точки 2’) предыдущее соотношение равносильно двум 
соотношениям 7’ ==", 8’ — аб. Таким образом мы переходнм от точки 2 к точке 2’, 
возводя радиус-вектор в степень а и умножая полярный угол на а. При этом значеии я 
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всех углов на плоскости. 2 не изменяются кроме значений тех углов, вершины 
которых лежат в начале координат: все такие углы умножаются на постоянный 
‘множитель а. 

2. Рассмотрим билинейное преобразование 


и 42 + 
7 её 4’ 
где а, Ь, с, 4 — произвольны. В некоторых частных случаях закон перехода от 
точки 2 к точке 2 виден непосредственно. Рассмотрим; ‘например, преобразова- 
ние 2’ = -- В; пусть будут 2=х Нуб 2' = х' | Уф 6 -==а-- #; из предыдущего 
соотношения имеем х’== ха, у’ —=у- В отсюда видио, что в этом случае пе- 
реход от точки 2 к точке 2’ совершается посредством простого переиоса. Точно 
так же, пусть будет 2' == а2; обозначая через р и ® модуль и аргумент количе- 
ства а, имеем Р’-==ри, '-—=® +0. Следовательно, мы переходим от точки 2 к 
точке =’ увеличивая ‘радиус-вектор в постоянном отношении р и поворачивая 
новый радиус-вектор на постояниый угол ®. Следовательно, мы получим преобра- 
зование, определяемое фоомулою 2’-—а2, соеднняя преобразование подобия с 
вращением. Рассмотрим, наконец, соотношение 


(37) 


7=-} 

охраняя за г, 0, м", 6’ их прежние значения, получим г” ==1, 8 -- '—0. Следо- 
вательно, произведение радиусов-векторов равно едииице, тогда как полярные 
углы равны, но противоположны по знаку. Пусть нам дан круг С с центром А 
и радиусом В; мы будем называть инверсией относительно круга С преобразо- 
вание обратными радиусами-векторами с полюсом А и модулем А. Из предыду- 
шего видно, что мы получим преобразование, определяемое формулою 22'==1, 
выполнив сначала инверсию относительно круга с радиусом, равным единице, и 
с цеитром в начале координат и взяв затем точку, симметричную с полученною 
точкою относительно оси Ох. 

Самое общее преобразование вида (37) может быть представлено как соеди- 
нение рассмотренных выше частных преобразований. Если с =0, то преобразо-. 
вание (37) можно заменить последовательными преобразованиями: у 


ах, ии +; 


если же с отлично от нуля, то, выполняя деление, получим: 
, а с - аа 
7. 


и рассматриваемое преобразование может быть заменено последовательностью 
преобразований: у 


== <’ 22 = 622, 28=--, 


24—=(6с — аа) 2, 2 = +. 


Все эти частные преобразования сохраняют углы и направление вращения и 
изменяют круги в круги; следовательно, тем же свойством обладает и общее 
преобразование (37); поэтому оно называется круговым преобразованием. Заме- 
тим, что здесь должно рассматривать прямые линии, как окружности с бесконечно 
большим радиусом. 

3. Пусть будет 


2'==(2 — ет (2 — вот... (2— р) ", 


где 21, ез,..., е› — произвольиые количества, и показатели ‘ти, То, ..., Тр 
действительные положительные или отрицательные числа. Пусть булут М, Бь, 
Ее,..., Ер точки, представляющие, соответственно, количества 2, е1, ез,-..,› Ер; 
7» 7, ..., Гр расстояния МЁ, МЕ», ..., МЕр и в, 65,..., в» — углы, образуе- 


мые направлениями Е.М, БМ, ..., ЕрМ с прямыми, нараллельными оси 
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Модуль и аргумент количества 2', соответственно, равны гучлой...^, Ир и тб, 


й Р 
+ 156, + ...-- тд»; следовательно, семейства линий 
т 
Пат... Тр РЕЕС, тб, -|- паб +... тб, = С" 


образуют ортогональную сеть. Если показатели ть, ть,..., т, — числа рацио- 
нальные, то эти кривые — алгебраические *. Например, если р==2, т, = т. =1, 
то одно семейство состоит из двуфокусных кассиноил, а другое — из равносто- 
ронних гипербол. 

274. Теорема Римана. Рассмотрим в плоскости переменного 2 область А, 
ограниченную одним контуром (или, что то же, простым контуром), и в плоско- 
сти переменного и круг С. Риман доказал, что существует аналитическая функ- 
ция и= } (2), голоморфная в области А и такая, что каждой точке областн А 
соответствует точка круга и, обратно, каждой точке круга соответствует одна и 
только одна точка области 4. При этом функция }(2) зависит от трех действи- 
тельных произвольных постоянных, которыми можно располагать таким образом, 
чтобы центр круга соответствовал определенной точке области А и произвольно 
выбранная точка на окружности соответствовала определенной точке контура об- 
ласти А. Мы не будем приводить здесь доказательства этой теоремы, а рас- 
смотрим лишь несколько примеров. 

Заметим, что круг С можно заменить полуплоскостью. В самом деле, пред- 
положим, что в плоскости и окружность С проходит через начало координат; вы- 


полнив преобразование иг, мы заменим эту окружность прямою, а самый 


ж«руг — частью плоскости и’, расположенною по одну сторону этой прямой, 
неограниченно продолженной в обоих направлениях. 


1 


ПРИМЕРЫ. 1. Пусть будет и ==“, где а действительно и положительно; 
рассмотрим часть А плоскости, заключающуюся между направлением Ох и бес- 
конечною полупрямою, выходящею из начала координат и образующею с Ох 
Угол ак (а = 2). Пусть будут 2 = ге, и = Юею; мы имеем: 


1 


Ю=^", ® —-_- 
Ги 


Если точка 2 описывает часть А плоскости, то г изменяется в границах от 0 
до ©, и 6 — от 0 до ап; следовательно, Ю изменяется от 0 до ©, иш-от0 
до т. Таким образом точка и описывает полуплоскость над осью ОХ, и каждой 
точке этой полуплоскости соответствует только одна точка области А, так как, об- 
ратно, имеем х— Аа, @ — а. 

Рассмотрим еще часть В плоскости 2, ограниченную двумя пересекающимися 
дугами кругов. Пусть будут 20, 24 точки пересечения; если мы выполним сначала 
преобразование 

г &— 2. 
2 — —, 
2—2 


то область В преобразуется в область А плоскости 2, заключающуюся между 


двумя бесконечными: радиусами, выходящими из начала координат, в этом можно 
убедиться, заметив, что вдоль дуги круга, проходящей через точки 2%, 21, аргу- 


ЕЁ. 
мент количества о. сохраняет постояниое значение. Применяя затем преды- 
2 — 21 
1 


дущее преобразование и =={2")*, мы видим, что при помощи функции 
1 


их =)" 
= (2 — 2 


* По поволу этих кривых см. ©. РагтЬоих, Рипсфез Че Сботёше апауНаие; Рацз, Оац- 
+Шег-УШагз, 1917, р. 152—159. 


4 Э. Гугса, т. П, ч., 1. 
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при соответствующем выборе числа а можно выполнить конформнсе преобразо- 
вание области В на полуплоскость. 

2. Пусть будет и =‹с05$2. Предположим, что 2 описывает бесконечную по- 
лосу Ю, или АОВА’ (черт. 52), определяемую неравенствами Ох = пт, у0; 
найдем область, описываемую точкою и = Х - УЁ. Мы имеем здесь ($ 266); 

у —У 
е е 
Х=с0$х и ==с05 х СВ у, 
у (38) 
е —е-у . 
У их = хз у. 


При изменении х от 0 до т количество У ностоянно отрицательно, и потому 
точка и остается в полуплоскости, расположенной под осью Х’'ОХ. Следовательно, 
каждой точке области А соответствует точка полуплоскости и; если точка 2 ле- 
жит на контуре области Ю, то У=0, так как один из двух множителей ут лх или 
Пу равен нулю. Обратно, 
каждой точке полуплоскости 
и. расположенной под осью 
ОХ, соответствует одна и 
только одна точка полосы КЮ. 
в плоскости 2. В самом деле, 
если 2’ есть корень уравне- 
ния и — с0$ 2, то все осталь- 
ные корни содержатся в фор- 
муле 2#г -= =’. Предположим, 
что У количества 2’ коэфи- 
циент при Г положителен; 
тогда точкам полосы Ю могут 
соответствовать только корни 
2х + 2', так как все точки 
2п — 2'лежат под осью Ох. 
Из точек 2Ат -+ 2' всегда есть 
одна, которая лежит в полосе Ю. В самом деле, среди точек 2Ат - 2' всегда есть. 
одна, абсцисса которой заключается между 0и 2х; но эта абсцисса не может 
заключаться между пи 21, так как в этом случае было бы зпх< 0 и соответ- 
ствующее значение количества У было бы положительным. Следовательно, эта 
точка лежит в полосе Ю. 

Из формул (38) легко видеть. что если точка 2 описывает внутри полосы Ю 
прямолинейный отрезок, параллельный оси Ох, то точка и описывает половину 
эллипса. Если же точка 2 описывает прямую, параллельную Оу, точка и описывает 
половину ветви гиперболы. Все эти конические сечения имеют общие фокусы 
в точках Си С’ на оси ОХ с абсциссами —Ти + 1. 

3. Пусть при действительном и положительном а 


6-1 
7 = е24 
Полагая 2 —= х -|- [у, имеем: 
тх 


2-29, ав 


2а* 
Когда точка 2 описывает бесконечную полосу, ограниченную двумя пря- 


к 
мыми у-= а, модуль | (| изменяется между О и {+ ©, аа 2— между _> 


т 
и + =. Следовательно, точка 7 описывает полуплоскость, расположенную справа 


от осн ОУ. Обратно, каждой точке этой полуплоскости отвечает единственное 
значение х и единственное значенне у, заключенное между —а и а. 
Далее, если мы положим: 
й—1 
7-1 
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то легко видеть, что и опишет в своей плоскости круг единичного радиуса с цен- 
тром в начале координат, когда точка Ё опишет полуплоскость справа от ОУ. 
Следовательно, комбинация этих обоих преобразований позволяет осуществить 
конформное отображение на круг бесконечной полосы, заключенной между двумя 
параллельными прямыми *. 

275. Изотермические лииии. Пусть будет ((х, у) решение уравнения 


Лапласа у у 
27 27 
И = — -- - = 0; 39 
+“ (89) 
линии, представляемые в плоскости хОу уравнением 
И (х, у) = С, (40) 


где С — произвольное постоянное, образуют семейство изотермических линий. 
Ко всякому решению И(х, у) уравнения Лапласа можно присоединить другое 
У(х, у) такое, чтобы И -Е УЁ было аналитическою функциею переменного х- уё. 


Из соотношений 
9и_эзи 90 Зи 
д д’ 9х 


следует, что семейства изотермических линий 
Их у=С, Ум, у=С 


ортогональны, так как угловые коэфициенты касательных к кривым Си С’, соот- 
ветственно, равны 


Следовательно, ортогональные траектории семейства изотермических линий 
образуют другое семейство изотермических линий. Эти два семейства называ- 
ются сопряженными. Мы получим все сопряженные системы изотермических 
линий, рассматривая произвольную аналитическую функцию {(2) и беря линии, 
для которых действительная часть функции }(2) или козфициент при { сохраняют 
постоянное значение. Линии, для которых модуль ® или аргумент ® функции 
}(=) остаются постоянными, образуют также две сопряженные системы изотерми- 
ческих линий, так как действительная часть аналитической функции Гое |} (2)] 
равна 108 А, а коэфициент при & равен ©. 

Точно так же мы получим системы изотермических линий, рассматривая ли- 
нии, описываемые точкою (Х, 7), где /(2) = Х-НТУ, и х или у имеют постоян- 
ное значение. В самом деле, для доказательства достаточно рассмотреть, обратно, 
х-- у как функцию от Х -- ГУ. Вообще, всякое преобразование между точками 
двух плоскостей, сохраняющее значение углов, изменяет семейство изотермиче- 
ских линий в новое семейство изотермических линий. Пусть будут 


р = р(х', У), у=а (Хх, у) 


формулы преобразования, сохраняющего значение углов, и Р(х', у’) — результат 
замены переменных хи ув ((х, у) через р(х', у’) иа(х', у). Задача приво- 
дится к доказательству того, что Е(х’, у’) есть решение уравнения Лапласа, 
если И(х, у) есть решение уравнения Лапласа. Доказательство не представ- 
ляет никакого затруднения (см. т. 1) гл. ПГ упражнение 8), но теорему можно 
доказать и без всяких вычислений. В самом деле, мы можем предположить, что 
функции р(х', у’) и 9(х, У’) удовлетворяют соотношениям: 


м № 


* Точки 2 = х-- 1, для которых |#|<о<.\1, заключены между двумя параллельными пря- 


2 т 
мыми 2= =- = 10 ( т - г) . (СагаВеодоту.)} 


4* 
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так как очевидно, что преобразование по симметрии изменяет семейство изотер“ 
мических линий в новое семейство изотермических линий. При таком предполо- 
жении функция х--{у=р-Н14 есть аналитическая функция переменного 2’= 
= +, и О" после подстановки обращается также в аналитическую 
функцию Р(х', У) + Ф (хх, у) того же переменного 2’ (5 259). Следовательно, 


семейства линий 
Вх, у) =С, Фу) =С 


образуют новую ортогональную сеть, состоящую из двух сопряженных семейств 
изотермических линий. 

Например, концентрические окружности и радиусы этих окружностей обра- 
зуют два семейства сопряженных изотермических линий; в этом можно убедиться 
непосредственно, рассматривая аналитическую функцию Гор 2. Выполнив преобра- 
зование обратными радиусами-векторами, мы получим систему изотермических 
линий, состоящую из окружностей, проходящих через две данные точки. Сопря- 
женная система также состоит из окружностей. 

Точно так же софокусные эллинсы образуют изотермическую систему. В са- 
мом деле, выше мы видели, что точка и==с0$2 описывает софокусные эллиисы, 
если точка 2 описывает прямые, параллельные оси Ох ($ 274). Сопряженная сис- 
тема состоит из софокусных и ортогональных гипербол. 


Примечание. Для того чтобы семейство линий, представляемых уравне- 
нием Р(х, у) = С, было изотермическим, нет необходимости, чтобы Р (х, у) было 
решением уравнения Лапласа. В самом дете, очевидно, что эти линии можно 
представить также уравнением ф[Р (х, у)] = С, какова бы ни была функция $, и 
достаточно, чтобы эту функцию $ можно было выбрать в такой форме, чтобы 


И (х, у) =+(Р) 


было решением уравнения Лапласа. Производя вычисление, находим, что в та- 


ком случае: 
4 [ ЭР\* /9Р\?] 4 /9”Р УР 
= 0; 
ие (5) + (5) бен) 


следовательно, нужно, чтобы отношение 
9Р ФР 
оч — 
9х’ ду 
9р °. ( 2 
9х ду 
зависело только от Р, и, если это условие выполнено, функция $ находится 
с помощью квадратур. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Определить аналитическую функцию (2) = Х-Р(У с действительной 
частью Х, равною: 


25ш2х . 
ее — 2с052х’ 


решить ту же задачу в предположении, что предшествующей функции равна 
сумма Х-НУ. 

2. Пусть будет $ (т, р) == 0 тангенциальное уравнение действительной алге- 
браической кривой, т. е. условие, чтобы прямая у=отх- р была касательиою 
к этой кривой. Доказать, что корни уравнения $(6 — 2) ==0 суть аффиксы дей- 
ствительных фокусов этой кривой. 
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3. Показать, что если ри - взаимно простые целые числа, то выражения 


у \В р в 
(у 2)! и ИР равносильны. Что будет, если ри 4 имеют общий наибольший 
делитель @ > 1? | 
4. Найти модуль и аргумент количества ех+51, рассматривая его как предел 
х-+ у 
т 


т 
многочлена (1 - ) при неограниченном возрастании целого числа т. 


5. Вывести формулы: 


(2) сз (+7), 


соза + соз(а + В)... + соз(а - ив) = $ о) 
эт (= 
вт (1 ь) ь 
зта + зш(а+5)+... + эт (а+ = м (+5 . 
/ 


эт (5) 


6. Определить конечное значение функции агсзш 2, когда переменное 2 опи- 
сывает прямолинейный отрезок между точками би 1--2, причем за начальное 
значение агсзш г принят 0. 

7. Пользуясь формулою (12) ($ 262): 


Ге+ю-НЭ=Очью +... А+... 


доказать, что целый ряд есть непрерывная функция переменного. 

[Для доказательства следует взять соответственную усиливающую функцию 
для ряда в правой части.] 

8. Вычислить интегралы 


\ хтеах с0$ 6х 4х, | хтеах зп фх ах, 


мкад Ь)... в (х— дах. 


9. Рассмотрим в плоскости хОу замкнутую кривую С, имеющую любое число 
двойных точек; установим на ней некоторое определенное направление обхода и 
припишем каждой области плоскости, определяемой этою кривою, числовой ко›фи- 
циент по правилу $ 93 (т. 1). Пусть будут Ю и Ю' две пограничные области, 
разделяемые дугою а контура, описываемою в направлении от а до 68; тогда 
коэфициент области, расположенной влево от аб, будет на единицу больше коэфи- 
циента области, лежащей вправо от аб, причем область вне контура С имеет 
коэфициент нуль. 

Пусть будет 2, точка в одной из этих областей, а М — коэфициент, соответ- 
ствующий этой области. Доказать, что 2М№ представляет изменение аргумента 
количества 2 — 2, когда точка 2 описывает кривую С в установленном направ- 
‚лении обхода. 


10. Доказать из рассмотрения разложения Го (==) на круге сходимости, 
что сумма ряда 
$10, $130 5150 т (2и -- 10 


о ви т. 


равна +=, если $310 > 0, и —^, если 5110 < 0 ‘см. т. 1, $ 195). 


1. Исследовать линии, описываемые точкою & == 22, когда точка 2 описывает 
прямую линию или окружность. 
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$ 


[а 
12. Доказать, что при помощи соотношения 2й=2 + —; можно отобразить 


конформно область, заключающуюся между двумя софокусными эллинсами, на 
круговое кольцо, ограниченное двумя концентрическими окружностями. 


[Для доказательства возьмем, например, решение 2 = 7 + И27 — 62 и, про- 
ведя в плоскости 7 прямолинейный разрез (—с, + с), условимся брать для корня 
положительное значение, если Г действительно и больше, чем с.] 
аг +65 


13. Показать, что всякое круговое преобразование = а 
р 


равносильно 


цетному числу инверсий. Обратная теорема. 
14. Показать, что всякое преобразование, определяемое соотношением 


920 +6 
#' = те ‚ где 2, есть мнимое количество, сопряженное с 2, равносильно не- 
У 
четному числу инверсий. Обратная теорема. 
а2 +5 
15. Преобразования Фукса. Всякое круговое пргобразование = са’ 


где а, $, с, Я — действительные числа, удовлетворяющие условию а@ — 66 =1, 
переводит всякую точку 2, лежащую над осью Ох, в некоторую точку 2’ той же 
полуплоскости. 

Относительно всех этих преобразований определенные интегралы 


| Иж - ау [о 
У › 


у? 


являются инвариантами. 
Рассматриваемое преобразование имеет две двойных точки, соответствующих 
корням аи В уравнения с22 -- (@ —а)2—6=—=0. Если я и В действительны и 


а 6 в 
различны, то уравнение и можно представить в равносильзой форме: 
2' — а 2—а 
т = ‚ 
2'— В 2—8 


где Ё действительно; в этом случае преобразование называется гиперболическим. 
Если аи В — сопряженные мнимые количества, то уравнение можно представить 
в виде: 


Где ® действительно; это — эллиптическое преобразование. Наконец, если = а, 
то мы получим: 
1 1 


= А, 


'—а 2—а 


где чи Ё действительны; в этом случае преобразование называется параболи- 
цеским. 
16. Пусть будет 2' == }(2) преобразованием Фукса. Положим 


21 = (2), 25=1(21), +. › 2и==1 (2-1). 


Показать, что все точки 2, 24, 22,..., 2, лежат на окружности. Исследовать, 
стремится ли точка 2„ к предельному положению при неограниченном возраста- 
нии числа п. 

17. Пусть Т означает треугольник, имеющий вершинами точки +1, —1 и 
произвольную третью точку 2. Через начало координат проводим прямую, парал- 
лельную внутренней биссектрисе угла при вершине 2, на которой наносим по 
ту и по другую сторону от начала два отрезка длиною каждый и 2—1 2+1]. 
Показать, что концы обоих отрезков представляют два значения корня И? - 1. 


Что получится, если заменить внутреннюю биссектрису на внешнюю бис- 
сектрису? 
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18. Найти аналитическую функцию Й = } (2), с помощью которой можно пе- 
рейти от меркаторской проекции к стереографической. 
19+. Если |9 | < 1, то мы имеем тождество: 


атва+а...(+9^)...= 1 


(1—9)(1—9....( — 9+5... ' 
[Эйлер.] 


ТЧтобы доказать это тождество, преобразуем бесконечное произведение в ле- 
вой части в двойное бесконечное произведение, расположив в первой строке 


множители 1 --4, 1-1 92,1 + 4% ..., 1+ 4?",..., во второй строке — множители 
1+ 43, 14 48,..., 1+ (93)2",..., и затем применим формулу (16) ($ 264).] 
20. Разложить по стененям количества 2 бесконечные произведения: 
Е (2) =(1+х2) (1+ 222)... (1-^и2)..., 
Ф (2) =(-х2) (1+ 232)... (Е х2п+12)... 


[Для решения этой задачи можно, например, воспользоваться соотношениями 
Е (хг (1х2) =Р(2), Ф (422) (1х2) =Ф (2)] 
21*. Предполагая, что | х| «1, вывести формулу Эйлера: 
ма —-ма-—х...@а-—жм)... = 


31 —п Зи п 
= + м-в... хх 2 -фх 2 


[См. Ж. Бертран, Са1сш Ч 6тепНе|, стр. 328.1 


22. Сделаем стереографическую проекцию шара с радиусом, равным‘ еди- 
мице, на плоскость его экватора, причем возьмем центр проекции в одном из 
полюсов. Каждой точке М шара соответствует комплексное число 5=х +1, 
где хи у суть прямоугольные координаты проекции т точки М относительно 
прямоугольных осей, лежащих в плоскости экватора и имеющих начало в центре 
шара. Диаметрально противоположным точкам шара соответствуют комплексные 


числази — >, ГДе 50 — число, сопряженное с 5. 
у 
Всякое линейное преобразование вида: 


5'—а ‚ 5—а 
— е> 


—в 5—8 (А) 


где Ва, {1 = 0, определяет вращение шара вокруг диаметра. Группам вращений, 
приводящим правильный многогранник к совпадению с самим собою, соответ- 
ствуют группы конечного числа линейных подстановок вида (А). 


`[См. Клейн (Кеш), Раз Жозаедег, стр. 32.] 


ГЛАВА ХУ. 
ОБЩАЯ ТЕОРИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ПО КОШИ. 


1. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ МЕЖДУ МНИМЫМИ ПРЕДЕЛАМИ. 


276. Определения и общие положения. Теперь мы обратимся к сис- 
тематическому изучению аналитических функций и проследим, какие 
следствия вытекают из самого их определения. Напомним, что функция 
7(=) называется голоморфною в области А, если: 1) каждой точке 2 
области А соответствует определенное значение функции /(2); 2) не- 
прерывному изменению переменного = соответствует непрерывное изме- 
нение значения / (2); 3) для всякой точки 2 области А отношение 


Де) —1(2) 
Ё 


стремится ‘к некоторому пределу ]' (2), когда модуль количества й стре- 
мится к нулю. . - 

Рассмотрение определенных интегралов, когда переменное пробегает 
ряд мнимых значений, было введено в анализ Коши *; оно служит 
источником новых плодотворных методов. 

Пусть будет Х(г) функция переменного 
2, непрерывная вдоль дуги кривой АМВ. 
(черт. 58); отметим на этой дуге некоторое 
число точек деления 20,21, 20, ... Ри ль» 
следующих одна за другою в порядке воз- 
растания указателей, когда точка 2 опи- 
сывает дугу АМВ в направлении от А 
до В; пусть точки 20 и 2’ совпадают 


< 


Черт. 53. с концами дуги Ди В. 
Возьмем затем на дуге АВ второй ряд 
точек &, Е, ..., 5 причем точка &, лежит на дуге 2,_12,, и рас- 


смотрим сумму 


5=1(51) (21 — д) (6) (2. —а)-... Л (2. — 2ь-1} +... 
(ЕЛ (2' — 2„_1}. 


* „Мётойе зиг 1ез пи&отаез @6Нез ризез епые Ч4ез НпйЁ з Ипартанез“, 1825, Этот мемуар 
переиздан в УН и УШ томах ВийеНп 4еб $ лепсеу тейетаиаиез (1-я серия). 
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Если число точек деления 21,...’, 2„_1 неограниченно возрастает и 
притом так, что модули всех разностей г, —2, 2. —2.,... делаются 
меньшими всякого п оизвольно выбранного положительного числа, то 
сумма $ стремится к некоторому пределу; этот предел называется опре- 
деленным интегралом от функции /(2) вдоль дуги АМВ и изобра- 
жается символом: 


12аг. 
АМВ 


В самом деле, отделим в сумме $ действительную часть от коэфи- 
циента при #&; пусть будут 


(г) == Х- У, 2,== ох, =, Ри 


причем функции Х и У непрерывны вдоль АМВ. 
Собирая вместе соответственные члены, мы можем представить сумму 
$ в виде: 


$==[Х(, 11) (1 — хо) +... НХ т (м, — м)... 
... НХ, ти) (х' — х„_,)] — [УС, 11) (у —5)-|-... 
НУ (ы т) би .. 1-Р ИХ, м) изд... |-Е 
+ У, 1) (1 — м) -...]. 


При неограниченном возрастании числа подразделений сумма членов: 
в каждой квадратной скобке имеет пределом криволинейный интеграл, 
взятый вдоль дуги АМВ, и предел суммы $ равен сумме четырех кри-- 
волинейных интегралов *: 


| хеаг= | (Хах— Уау- 1 ( (Ух Х9У). 


АМВ РАМ АМВ 


Из этого определения интеграла по мнимому переменному непо- 
средственно следует, что 


[ ходе | уеуаг=о, 
АМВ ВМА 


‚ Часто бывает нужно знать верхнюю. границу модуля интеграла.. 
Пусть будет $ длина дуги АМ, Ё— длина дуги АВ, $, 1, $» 0, — 
длины дуг Аг, |, 42,, Аб, пути интегрирования. 


* Чтобы избежать иенужной сложности в доказательствах, мы предположим, чго координаты 
(х, У) точек дуи АМВ суть непрерывные функции х = (2), у= (6 параметра &, имеющие между" 
и В только конечное число максимумов и минимумов. В этом случае можно разбить путь инте- 
грированин на коиечное число дуг, каждая. из которых представится или уравненнем вида у = Е(х), 
где фунчция Р непрерывна между соответствующими пределами, нли уравнением вида Хх = О (у)- 
В этом пр-дположении нет ннкакого неудобства, так как во всех приложениях выбор пути инте- 
грирования всегда допускает известную степень произвола. Впрочем, было бы достаточно пред-- 
положи ,ь, что фуикцни $(9 н ф(б — с отраиичеиным изменением, тогда кривая АМВ будет 
спрямляемсю (т. 1, $ 79, подстрочное примечание). | 
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Полагая Р (5) = 1(2г)|, имеем: 
|7) (2 — 2) 2 (9) |2, — 2—1 | < 2 (3%) (5% — $1), 


так как |2,—2,_„| представляет длину хорды, а (5, —5»_1} — длину 
дуги. Следовательно, модуль суммы 5 не больше суммы УР (5%) (`, — $, _1}. 
и, перехоля к пределу, получим: - 
Е 
= | Е (5) 45 
0 


| [ ло 
АМВ 
Пусть будет М верхняя граница модуля функции /Х{2) вдоль дуги 
.АВ. Очевидно, что модуль интеграла в правой части меньше М, и 
мы имеем, а юЦюп: 


| Хе) 42 | < М. 


АМВ 


277. Замена переменных. Рассмотрим тот случай, часто встречаю- 
чцийся в приложениях, когда координаты х, у точек дуги АВ суть 
‘непрерывные функции переменного параметра #, х==%(, у=Ф(В, 
имеющие непрерывные производные $'(4), 4 (1); предположим, что при 
‘изменении Ё ота до В точка (х, у} описывает путь интегрирования 
в направлении от А до В. Пусть будут Р( и @(1 функции пара- 
метра &, в которые обращаются функции Х и У, если мы заменим 
3 них хи у, соответственно, через $(Ё и Ф(!). По формуле замены 
переменных в криволинейных интегралах (т. Г, 8 91) имеем: 


8 
Хах— Уау= | 
АВ а 

[р 


[Р0+0—90$ 0] 4ь 


| [РОУ] а 


Сложим оба равенства, умножив предварительно обе части послед- 
него на {; мы будем иметь: 


ное ЭГО +29 046 и). 


АВ а 
Это тот же самый результат, который мы получили бы, если бы 
‘применили к интегралу [79 4г формулу замены переменных, выве- 


денную для случая действительных функций и переменных: чтобы иметь 
новый интеграл, достаточно заменить в /(2)42 переменное = через 
2 (И --2ФО и 42 через [4' (0) 1% (1)] 42 Таким образом вычисление 


интеграла | /(г) 42 приводится к вычислению двух обыкновенных инте- 
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гралов. Если путь АМВ состоит из нескольких дуг различных Кривых, 
то предыдушую формулу следует применить к каждой из этих дуг 
ютдельио. 

1 

42 
Рассмотрим, например, определенный интеграл |. Этот интеграл 

1 
нельзя вычислять вдоль действительной оси, так как подинтегральная 
функция обращается в бесконечность при 2г==0, но можно итти любым 
путем, не проходящим через начало координат. Будем перемещать 
точку 2 по полуокружности с радиусом, равным единице, и с центром 
в начале координат; для этого всего проще положить 2==ей и изме- 
нять Бот п до 0. Мы будем иметь: 


41 0 о 0 
ее 4—1 оон [миа 
—1 п ; сз 


т 


это — тот же результат, какой мы получили бы, применяя основную фор- 


‘мулу интегрального исчисления к начальной функции — _ (т.15 75). 


Вообще, пусть будет 2=$(и) непрерывная функция другого комплексного 
переменного и = &- 11, такая, что, когда и описывает в своей плоскости путь 
СМР, то переменное 2’описывает дугу АМВ. Точкам разбиения дуги АМВ соот- 
ветствуют на дуге СМД точки разбиения 14%, #4, Шо, Ира, +. -, И". Если функ- 
ция $(и) имеет вдоль дуги СМР производную $' (и), то 


2 2—1 , - 
= Ир - 
Ив — Ир ы ( е 1) =, 


причем =, стремится к нулю, когда и, стремится к и,_., оставаясь на кривой 
СМР. Вернемся к рассмотренной выше сумме $; взяв 1 =2ь-: И заменяя раз- 
НОСТЬ 2,—2,_: ее значением, выведенным из предыдущего равенства, мы можем 
представеть $ в виде: 


ий п 
5 => еь-) (ик (ик — ик) + 1 (2-1) (мк — иь-1). 
Первая сумма в правой части имеет пределом определенный интеграл 


\у [#22] #2 Чи. 


смо 


Что касается второй суммы, то ее модуль меньше, чем 1МР', где т — поло- 
жительное число, большее всех модулей |=, |, и [' — длина дуги СМР. Если можно 
взять точки разбиения настолько близкими одна к другой, чтобы все модули | к | 
были меньшими произвольного положительного числа, то этот дополнительный 
член стремится к нулю, и мы имеем общую формулу замены переменных: 


 убдае == (уе 9" (ад Чи. (2) 


АМВ смо 


Эта формула применима всякий раз, когда функция $ (#) — голоморфна; в са- 
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мом деле, ниже будет доказано, что производная голоморфной функции есть также 
голоморфная функция (см. $ 284)*. 

278. Формулы Вейерштрасса н Дарбу. Доказательство формулы сред- 
него значения (т. 1, $ 73) опирается на некоторые неравенства, кото- 
рые не имеют места в случае мнимых количеств. Однако Вейерштрасс 
и Дарбу пришли в этом направлении к интересным результатам, рас- 
сматривая интегралы, взятые вдоль отрезка действительной оси. Выше 
мы видели, что и случай произвольного пути можно привести к этому 
частному случаю при некоторых весьма общих предположениях отно- 
сительно пути интегрирования. 

Пусть будет / определенный интеграл следующего вида: 


8 
= [ло --® а 


где /(, %(Ю, Ф( — действительные функции действительного пере- 


менного #, непрерывные в промежутке (а, В'; очевидно, что из самого 
определения интегралазследует, что 


З в 
1—9 21| 7030 44. 


Для определенности предположим, что &<8; тогда разность #—& 
представит длину пути интегрирования, измеряемую от начала этого 
пути, и общая формула для верхней границы модуля определениого 
интеграла будет иметь вид: 


8 
= УФ ®-- а 


я 


* Действнтельио, пользуясь этим последним свойством голоморфных функций, нетрудио до- 
казать следующее предложение: 
Пусть будет }(2) функция, голоморфная в конечной части А плоскости (включая границу). 
Тогда ля всякого положии. ельного числа = можно найпи такое положительное число, чтобы 
ыл 0 
е--в — 1) 
к -Иы|<ь (А) 
если фасстояние 12| межёу точками 2 и 24 В области А меньше числа т. 
самом деле, пусть будет /(2) =Р(х, у)-+ [9 (х, у), ВЕ АХ РЕГду. На осно’аини выво- 
дов, получеиных при определении условий существования единственной производной ($ 257), 
имеем: 


ет _, [Р ‚(х--НАх, у) —Р/‚’(х, У Ах 
г Р@= Ах ЕР Ау + 
[Ру (хх, у-- 9 4у)— Р. (<, У] ду 
Ах: ду 


Так как пронзводные Ру’, Ру", 9’, 9’ непрерывны в области А и на границе, то можно найти 
Такое число т, чтобы в предыдущем равенстве модулн коэфнциентов при Ах и Ау были меньшими 
2 —_—_|— 

д, если У&х?- ду? < 1. Следовательно, неравенство (А) будет иметь место, если |й| < 1. Таким 


образом, если функция ф (и) голоморфвна, то все модули |ь| будут меньше данного положитель- 
ного числа =, если только расстоянне между двумя соседними точками разбиения дуги СМ№О оудет 
меньше соответствующего числа т, и формула (2) доказаиа, 
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Если, кроме того, между а и В функция /(Ё} положительна, то 
8 
= [ое 


или, применяя к этому новому интегралу формулу среднего значения и 
обозначая через & некоторое значение переменного К заключающееся 
между @ и В: 


8 
еда 
Полагая Р( = ()-- 1$ (:), мы можем представить иначе этот ре- 
зультат в о 
8 
(=) Е |7 а, (3) 


где ^— комплексное число, модуль которого меньше или равен еди- 
нице, это — формула Дарбу. 

Вейерштрасс дал более точное выражение, которое можно связать 
< одною из основных задач статики. Предположим, что при возраста- 
нии Ё от а до В точка с координатами х=Ф(1), у=Ф( описывает 
некоторую дугу кривой Г. Пусть будут (хо, 5), (хь У), ... 

‚ (Хь_т› Ул}... точки дуги С, соответствующие значениям а, &,... 
-.., 13... Параметра #. Положим: 


Хх — У) 
У‘ 


у ль. 
У (Е, 1) ((„— 1,1) 


На основании известной теоремы статики Х и 7 суть косрдинаты 
центра тяжести системы масс, находящихся в точках (ху, 0), (1, У),... 
...› (Хр Ул) линии Г, причем в точке (х,_., у,_1) помещена 
масса /{2, +) (1, —#,_1}. Очевидно, что-этот центр тяжести должен ле- 
жать внутри всякого замкнутого выпуклого контура С, окружающего 
линию 2. При О „возрастании числа промежутков точка 


{Х, Г) имеет пределом точку (и, 7) с координатами: 
`В 8. 
[овом оФоа 
и, 


8 , 


\/ (2) 


а“ 


Л(2) 4 


я —Щщ 
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которая также находится внутри контура С. Обе эти формулы можно 
соединить в одну: 


в. 3 
1— (и +®) |709 #2 |7 48, (4) 


где 2 — аффикс. некоторой точки, лежащей внутри всякого замкну- 
того выпуклого контура, окружающего линию Г. 

Очевидно, что в общем случае множитель 2 Вейерштрасса может 
изменяться в более тесной области, чем множитель \ 2 (=) Дарбу. 

279. Интегралы по замкнутому контуру. В выводах предыдущих па- 
раграфов было достаточно предполагать, что функция /(2) комплекс- 
ного переменного 2 непрерывна на всем пути интегрирования. Мы 
теперь предположим, сверх того, что функция /(2) — аналитическая, и 
прежде всего посмотрим, как влияет на значение определенного инте- 
грала путь, описываемый переменным при переходе от А до В. 

Если функция /(г) голоморфна внутри замкнутой линии и на 


самой этой линии, то интеграл | }(2) 42, взятый вдоль этой линии, 


равен нулю. 
Для доказательства этой основной теоремы, принадлежащей Коши, 
мы покажем сначала несколько лемм. 


1. Интегралы [42 [2 42, взятые вдоль любой замкнутой линии, 
равны нулю. В самом деле, по самому определению интеграла инте- 
грал (42, взятый вдоль любого пути между точками а и 6, равен 
в —а; если путь — замкнутый, то этот интеграл равен нулю, так как 


в этом случае р— а. Найдем теперь значение интеграла |242, взятого" 


вдоль любого пути, соединяющего точки а и 6; взяв в выражении для 
5 $ 276 один раз &,=2,_1, а другой (,==2,, мы можем представить 
этот интеграл как предел суммы: 


: 


2 И 


2; (21.1 — 2) 2..1 (2.1 — 2) 22..—22 6—0? . 
у = 
1 
если путь — замкнутый, то этот интеграл также равен нулю. 
2. Если мы разобьем область, ограниченную каким-нибудь конту- 
ром С, произвольными секущими линиями, то сумма интегралов 


Х г) 4г, взятых в одном и том же направлении вдоль контуров всех 


этих частей, равна интегралу [уе 42, взятому вдоль всего контура С. 


В самом деле, очевидно, что каждая часть проведенных вспомогатель- 
ных линий разделяет две пограничные области и потому должна быть 
проходима дважды в противоположных направлениях. Следовательно, 
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по сложении всех этих интегралов останутся только интегралы, взятые. 


вдоль частей контура С, и их сумма равна интегралу [л2) 42. 


Разобьем теперь область А, с одной стороны, на правильные части, 
состоящие из квадратов со сторонами, параллельными осям Ох, Оу, 
с другой стороны — на неправильные ча- 
сти, получающиеся из тех квадратов, ко- 
торые отчасти выступают за контур С. 
Стороны этих квадратов могут и не иметь 
одинаковой длины. Например, можно сна- 
чала провести все сети прямых, парал- 
лельных осям Ох и Оу и отстоящих друг 
от друга на постоянное расстояние /, и 
затем разбить получившиеся квадраты на 
более мелкие квадраты новыми прямыми, 
параллельными осям координат. При каж- 
дом способе разбиения предположим, что 
мы имеем Л правильных частей и Л" не- 
правильных частей; перенумеруем правиль- 
ные части в произвольном порядке от 1 до М№ и неправильные от Т 
до №. Пусть будут [, сторона 2-го квадрата, [’ — сторона квадрата, 
заключающего А-ую неправильную часть, 1 — длина контура С; и А— 
площадь некоторого многоугольника, содержащего контур С внутри себя. 

Пусть будет абс@ квадрат с номером { (черт. 54); если 2; есть. 
точка, взятая внутри или на одной из сторон этого квадрата, и 2 — 
какая-нибудь точка его контура, то мы имеем: 


1 пере, 65} 


„а —& 


1 


где 8; очень мало, если только сторона квадрата сама очень мала. От-- 
сюда получим: 


Л(г) ==27 (20 + Л(ад — г. И (2) в (= — 2), 
[ув вы 2) те [56—24 


где интегралы взяты вдоль контура с, квадрата абс4. Применяя дока-. 
занную выше первую лемму, будем иметь: 


[о Чг = Геи2— 2) аг. (6); 
с с 
Пусть будет [975 неправильная часть с номером А; если 2 есть 


точка, взятая внутри или на контуре этой части, и 2 — какая-нибудь. 
точка ее контура, то мы можем положить и здесь 


7(2) — (2, 


2—2,’ 


Эл (2„)-е,’, (7 
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где г, бесконечно-мало вместе с /„', отсюда получаем: 
[, (2) 42 =| &, (2— 2„) 42. (8) 
сь’ (ск!) 

Пусть будет п положительное число, большее модулей всех множи- 
‘телей е; и в;'. Модуль разности 2 — 2, меньше И, и из формулы (6) 
имеем: 

| 42 | ти = И2а,, 
(2) 


тде ®, — площадь {-Йй правильной части. Точно так же из соотношения 
{8} получим: 


ое 


(с ! 


«от У 2 (41 + 9) = т У Зи У 215, 


тде в, — площадь квадрата, содержащего А-ю неправильную часть. 
“Складывая все эти неравенства, будем иметь а юЦюи: 


лед г] «ау (Ха Хи, )-\У 31]. (9) 


(С) 


‘где \ есть верхняя граница сторон 4,'. Если число квадратов неограви- 
ченно Розрастает так, что все стороны / и {/„' стремятся к нулю, то 
‘сумма Ув, Уо,', наконец, сделается меньшею площади А. Следова- 
тельно, в правой части неравенства (9) мы имеем произведение множи- 
теля, остающегося конечным, на множитель 1, который можно сделать 
меньшим всякого заданного положительного числа. Это может иметь 
место только в том случае, если левая часть неравенства равна нулю; 
‚следовательно, мы имеем: 


(7@ 42=0. 
(С) 


280. Исследование предпосылок, необходимых для доказательства’ 
основной теоремы. Чтобы предыдущее заключение было верно, следует дока- 
‹зать, что можно взять размеры квадратов настолько малыми, чтобы, при надлежа- 
щем выборе точек 2; и 2’, модули всех количеств =» г’ были меньше всякого за- 
данного положительного числа ч*. Мы будем говорить для краткости, что область, 
‚ограниченная линиею 1, лежащею в части плоскости, ограниченной контуром С, 
удовлетворяет условию (а) относительно числа т, если можно найти внутри линии 
1 или на самой этой линии такую точку 2’, чтобы было постоянно 


фе), (а) 


когда точка 2 описывает линию Я. Наша задача будет решена, если мы докажем, 
что можно взять размеры квадратов настолько малыми, чтобы все рас- 


сматриваемые части, правильные и неправильные, удовлетворяли условию (а) 
„относительно числа т. ° 


* Гурса, Тл изаснопх о} пе Атейсап Мевлетайсой 5осиецу, т, 1, стр. 14, 1900. 
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Мы докажем эту новую лемму известным методом последовательных разбие- 
ний. Проведем сначала две сети прямых, параллельных осям Ох и Оу, иа носто- 
янном расстоянии { друг от друга. Среди получившихся частей одни могут удо- 
влетворять условию (а), тогда как другие ему удовлетворять не будут. Не изменяя 
ничего в частях, удовлетворяющих условию (а), разобьем остальные на более 
мелкие части, соединяя середииы противоположных сторон квадратов, образую- 
щих эти части, или квадратов, их содержащих. Если после этой новой операции 
‚останутся части, не удовлетворяющие условию (а), то мы повторим ту же опера- 
цию над этими частями и т. д. Продолжая поступать таким образом, мы можем 
иметь только два случая: или мы не получим ни одиой области, ие удовлетворя- 
жощей условию (а), и тогда лемма доказана; или, как бы далеко мы ни шли 
в ряде операций, всегда будут части, не удовлетворяющие этому условию. 

Если имеет место последиее, то необходимо, чтобы, неограниченно разбивая 
указанным приемом одну из правильных или неправильных частей, получившихся 
тосле первого разбиения, мы никогда не пришли к областям, которые все удо- 
влетворяют условию-(ч). Пусть будет А; эта часть; после второго разбиения эта 
часть будет содержать в себе другую часть А», которая не может быть разбита 
на части, все удовлетворяющие условию (а). Так как рассуждеиие можно про- 
должать неограниченно, то мы получим последовательность областей 


Аи, Аз, А, ..., Апьльь » 


состоящих из квадратов или частей квадратов, каждая из которых заключается 
в предыдущей и размеры которых стремятся к иулю при неограниченном возра- 
<тании числа п. Следовательно, у частей А; есть предельная точка 2, лежащая 
внутри контура С или на самом этом контуре. Так как, по предположению, функ- 
ция /(2) при #==2% имеет производную }'(2), то можно найти такое число 6, 


чтобы было 
[1(2) — Х(20) — (2 — 20) 1 (20) [п |2 — 2% |, 


если будет |2 —2|< г. Пусть будет с круг с радиусом, равным 2, и с центром 
в точке 2%. Начиная с достаточно большого значения ‚п, область А„ будет лежать 
внутри круга с, и мы будем иметь во всех точках контура области А»: 


[1 (2) — 1 (20) — (2 — 2) ' (26) [== |2 — 2 [т. 


Очевидно, что точка 2. лежит внутри области А, или на ее коитуре; следова- 
тельно, эта область должна удовлетворять условию (а) относительно числа п. Та- 
ким образом, предположив, что лемма иеверна, мы пришли к противоречию. 


281. Случай сложных контуров. Предыдущая тео- 
рема распространяется также и на контуры, со- 
стоящие из нескольких отдельных замкнутых линий; 
нужно только надлежащим образом условиться 
относительно направления обхода этих контуров. 
Например, рассмотрим функцию 7 (2), голоморфную 
знутри области А, ограниченной замкнутою линиею 
С и двумя внутренними линиями С", С” (черт. 55); 
предположим, что функция Х(2) голоморфна также 
и на самих этих контурах С, С", С”. Полный контур Г 
области А состоит из этих трех различных линий; 
мы будем говорить, что контур Г описывается в пря- 
‘мом направлении, если при обходе вдоль этого кон- . 
турз область А остается слева; стрелки на черт. 55 указывают прямое 


направление обхода для каждого из этих контуров. При этом условии 
мы имеем всегда: 


фа аг==0, 


Э ©. Гурва, т. И, ч. 1. 
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если интеграл взят в прямом направлении вдоль полного контура Г. 
Доказательство этого предложения, данное для случая области, огра- 
ниченной одним контуром, применимо также и здесь; можно также 
привести этот случай к предыдущему, проведя поперечные линии 
26, с4 и применяя теорему к замкнутой линии абтфапаерсада (т. |, 
& 146). 

В приложениях иногда бывает удобно представлять предыдущую 
формулу в виде: 


[ое [ое [печь 
С с 2, 


причем все интегралы берутся в одинаковом направлении, т. е. два 
последних интеграла должны быть взяты в направлении, обратном ука- 
занному стрелками. | 

Возвратимся к вопросу, предложенному в начале & 279; теперь. 
очень легко дать иа него ответ. Пусть будет (2) функция, голоморф- 
ная в области О плоскости. Рассмотрим пути АМВ и АМВ, соединяю- 
щие две точки А и В и расположенные на всем своем протяжении 
внутри этой области. 


Оба ‘пути дадут одно и то же значение для интеграла [ле 42, в пред- 


положении, что функция (2) голоморфна во внутренности контура 
составленного из пути АМВ и из пути ВМА. (Для определенности мы 
предположим, что эта замкнутая кривая не имеет двойной точки.} 
Действительно, сумма двух интегралов, взятых влоль АМВ и вдоль’ 
ВМА, равна нулю, и потому интегралы вдоль АМВ и вдоль АМВ друг 
другу равны. Этот результат можно выразить еще следующим образом: 
дза пути АМВ и АМВ, имеющие общлми начальную и конечную 


тоники, дают одно и то же значение | (г) 42 для интеграла, если 


можно перейти от одного из этих путей к другому непрерывною 
деформациею, не встречая при этом ни одной из точек, в которых 
функция перестает быть голоморфною. 

Это предложение верно и в том случае, если оба пути имеют кроме 
конечных точек А и В любое число общих точек (т. Ь $ 145). Отсюда 
следует, что если функция / (2) голоморфна внутри области, ограни-. 


ченной только одним замкнутым контуром, то интеграл (1) 42, взя- 
. >) 


тый вдоль любого замкнутого контура, расположенного в этой области, 
равен нулю. 

Но нельзя распространять это заключение на случай области, 
ограниченной несколькими отдельными замкнутыми линиями. На- 
пример, рассмотрим функцию /(2), голоморфную в кольце, заключаю-. 
щемся между двумя концентрическими окружностями Си С’. Пусть 
будет С” окружность, концентрическая с С и С’ и заключающаяся 


между ними; интеграл | (2) 42, взятый вдоль С”, вообще, не равен 
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нулю. Из теоремы Коши следует только, что значение этого интеграла 
не изменяется при изменении радиуса окружности С” *. 

282. Распространение формул интегрального исчнелеиия. Пусть бу- 
дет }(2) функция, голоморфная в области А, ограниченной простым 
контуром С. На основании предыдущего, определенный интеграл 


7:4 
(р) [Леда 


взятый от постоянной точки 25 до переменной точки Й вдоль какого- 
нибудь пути, лежащего в области А, есть вполне определенная функция 
верхнего предела Х. Мы покажем, что эта функция Ф (7) есть также 
голоморфная функция переменного &, производная которой равна / (7). 
Пусть будет 7 -- В точка, близкая к точке 1; мы имеем: 

2 


фею Ф() | ах 


и мы можем предположить, что последний интеграл взят вдоль прямо- 
линейного отрезка, соединяющего точки Х и 7-й. Если обе точки 
очень близки между собою, то вдоль этого пути }(2) очень мало отли- 
чается от }(7), и мы имеем: 


#(2) =/ (2) + 8, 
где при достаточно малом значении |Ё|, модуль |6| меньше всякого 
заданного положительного числа п. Разделив на Йй, получим: 
| рат 
—=/(7) -- в | 842; 


74 


Ф( 2-41) —$Ф(2) 
Г. 


так как модуль последнего интеграла меньше числа \|#|, то при 
приближении Ёй к нулю левая часть имеет пределом {(7). 

Если уже известна одна функция А (7), имеющая своею производ- 
ною функцию /(7), то функции Ф (7) и Е (7) различаются между со- 


* Для доказательства теоремы Коши нет необходимости предполагать ни существования 
функции 1(2) вне области А, ограниченной контуром С, ни существования производной в каждой 
точке этого ‘контура. Достаточно, чтобы функция #(2) была голоморфною в каждой точке об- 
ласти и непрерывною на контуре 

‚ Эта фувкция / (2) в таком случае непрерывна, а следовательио, и равномерно непрерывна во 
всей замкнутой области, состоящей из точек, внутренних к С, и из точек на самом контуре С. 
Когда точка 2 стремится к точке & контура С, описывая кривую, расположенную в этой области 
и оканчивающуюся в точке 7, то предел # (2) непременно должен быть равен /(2), для любого 
описываемого пути, а не только для путей какого-либо частного вида. 

Теперь рассмотрим область А, ограннченную двумя Ярямолннейными отрезками, параллель- 
чыми оси Оу, х=а, х=Ь, и двумя дугами кривых у = № (х) и уз = Ъ (х). Легко показать, чго 


интеграл Г Г (2) 42, взятый вдоль контура этой области, есть предел при ев —>0 интеграла, взятого 


вдоль контура области А’, внутренней по отношению к А, ограниченной прямыми х=а-е, 
Х=Ь-ви дугами У, = ЛД (х)-Ее, У. = № (Хх) —е. Ввиду того, что этот новый интеграл равен нулю, 
Так как коитур области А' расположен внутри А, то же самое справедливо и по отношению к пер- 
вому интегралу. 

На основании сделанных предположений относительно контура С ($ 276) область А может 
быть разбита с помощью траисверсалей, параллельны ‹ осн Оу, на конечное число областей таких, 
как предшествующая. Следовательно, теорема верна и в общем случае. ` 


5% 
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бою только на постоянное ($ 271, выноска); отсюда следует, что 
основная формула интегрального исчисления применима и к случаю 
мнимых переменных: 


[ода = Ре) Ру. (10) 


Формула (10) доказана нами в предположении, что обе функции 
Кг), Е (2) голоморфны внутри области А; но она применима и в более 
общих случаях. Функция Р (2) или обе функции Г(2) и Е(2) могут быть 


многозначными; в этом случае интеграл [ле 42 также имеет вполне 


определенное значение, если только путь интегрирования не проходит 
ни через-одну из критических точек этих функций. В этом случае 
нужно только при применении формулы (10) выбрать одно из началь- 
ных значений Р (25) многозначной функции Р(2) и рассматривать не- 
прерывное изменение этой функции, когда переменное 2 описывает путь 
интегрирования; если функция Х(2) также многозначная, то из значений 
функции РЕ (2} нужно выбрать то, производная которого равна выбран- 
ному значению для (2). 

Во всех тех случаях, когда путь интегрирования можно заключить 
внутри области с простым контуром, в которой рассматриваемые ветви 
функций /(г), Р(2) голоморфны, мы можем считать формулу (10) до- 
казанною. С другой стороны, каков бы ни был путь интегрирования, 
его всегда можно разбить на нескблько дуг, для которых последнее 
условие удовлетворяется; применяя формулу (10) к каждой из этих дуг 
отдельно и складывая полученные результаты, мы видим, что формула (10) 
имеет вполне общий характер, если только, применяя ее, мы будем 
соблюдать необходимые предосторожности. 

Ел 
Например, вычислим определенный интеграл | 27 42, взятый вдоль 

20 
любого пути, не проходящего через начало координат; предположим, 
что т есть действительное или- мнимое число, отличное от —1. Здесь 


2т+1. 
начальная функция равна жЕт’ и из общей формулы (10) следует: 
= 
2.т+1 — 2 т+1 
2т а =, 
| т! ' 


20 


чтобы избежать неопределенности, которую представляет эта формула, 
если т не есть целое число, представим ее в виде: 


Ел 


ет ИТоЕ (2) __ ет-Е То (20) 
ат фа == к, 
т-1 
8) 


Если начальное значение 1.0 (20) выбрано, то тем самым опреде- 
лено значение функции 2”"==е” 195 (9) вдоль пути интегрирования, 
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а также и конечное значение [.0р (2.). Таким образом’ значение предыду- 
щего интеграла зависит как от выбранного’ начального значеиия для 
08 (20), так и от ‚пути интегрирования. Точно так же формула 


НЫЕ] 


2) 42 = Тов [1 (21)] — 108 [ 1(го)] 


20 


не представляет ‘никакой неопределенности, если функция 1(2) вдоль 
пути интегрирования непрерывна и не обращается в нуль; тогда точка 
и==1(2) описывает в своей плоскости ‘путь, не проходящий через на- 
чало координат, и правая часть равна изменению Ё02(и) вдоль этого 
пути. 

Заметим, сверх того, что так как формула интегрирования по частям 
есть следствие формулы (10), то она тем самым распространяется и на 
интегралы от функций комплексного переменного. 

283. Другой вывод предыдущих результатов. Свойства интегралов 


7% 
ло 42 представляют большую аналогию со свойствами криволинейных 


интегралов, для которых удовлетворяется условие интегрируемости 
(т. Г, $ 145), и в самом деле, Риман показал, что теорема Коши не- 
посредственно вытекает из: аналогичной теоремы для криволинейных 
интегралов. Пусть будет (2) = Х--У функция комплексного перемен- 
ного 2, голоморфная внутри области А с простым контуром. Интеграл, 
взятый вдоль какого-нибудь замкнутого пути С, лежащего в этой 
области, равен сумме двух криволинейных интегралов: 


[ лееуаг = [хах— УЧ [ уах- хау; 
С с с 


вследствие соотношений, связывающих производные от функций Х и У, 
эх Э9У эх У | 


9’ о 9 
оба эти криволинейных интеграла равны нулю * (т. 1, 5 145). Отсюда 
2 


следует, что интеграл | (2) 42, взятый от постоянной точки 25 до пере- 


*. 


50 | 
менной точки 2, есть функция Ф(2) ‘переменного 2, однозначная 
в’ области А. Отделим в этой функции действительную часть от коэфи- 


циента при й: 
Ф (2) =Р(х, у) ЕО (х, у), 


х, У я, 


Р(х, У | ха — та, О (х, у)=| Уах- Хау; 


Хо, Уо %, У 


* Следует заметить, что доказательство Римана предполагает иепрерывность производных. 
›... Ть е. непрерывность функции /"(2). 


9х, 9х 
9’ 
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функции Ри О имеют частные производные: 
ЭР _ зР у 3“ _ 39 
9х’ ах ’ ду 
удовлетворяющие условиям: 
ЭР 90 ЭР 30 
—=——, — = 
9х ду ду 9х 


следовательно, Р--{0 есть голоморфная функция переменного 2, 
производная которой равна Х--ЕУ, т. е. равна Х(2). 

Если функция /(2) разрывна в каких-нибудь точках области Д, то 
по крайней мере одна из функций Х, ТУ также разрывна, и криволи- 
нейные интегралы Р(х, у), О (х, У}, вообще, имеют периоды, происхо- 
дящие от петель, описываемых вокруг точек разрыв: (т. [, & 146). 

2: . 
Следовательно, имеет периоды и интеграл [лдаг, Мы вернемся 
Е) 
к этим периодам впоследствии, когда подробнее ознакомимся с характе- 


ром особых точек функции {(2). 
8 


а: 
; отделяя 
2 


Ограничиваясь пока одиим примером, рассмотрим иитеграл { 
1 
лействительную часть от коэфициента при 2, имеем: 
х, у 
[«- а { хах уу +; Ги хау- уах 
| 2 = хит) о аро аи 


1 
Каков бы ни был путь интегрирования, действительная часть равна — 18 (жа у). 


Что касается коэфициеита при { то мы видели (г. 1,$ 146), = он имеет пе- 
риод 21; этот коэфициент равен углу, иа который поворачивается радиус-вектор, 
соединяющий начало координат с точкою (х, у) Таким образом мы олять получаем 
все различные зиачения функции Гос (2). 


|. ИНТЕГРАЛ КОШИ. РЯДЫ ТЕЙЛОРА И ЛОРАНА. 
ОСОБЫЕ ТОЧКИ. ВЫЧЕТЫ, 


Мы теперь изложим новые и важные результаты, которые Коши 
вывел из рассмотрения определенных интегралов, взятых между мнимыми 
пределами. 

284. Основная формула. Пусть будет /(2) функция от 2, голо- 
морфная в конечной области А, ограниченной контуром Г, состоящим 
из одной или нескольких замкнутых линий, и непрерывная на самом 
этом контуре. Если х есть одна из точек области А*, то функция 


3). 
2—х 
голоморфна во всех точках области А кроме точки # =х. 


* В последующем мы часто будем рассматрнвать одновременно нескольхо комплексных ко- 
личеств. Мы будем обозначать их безразлично буквами х, 2, и, ... Таким образом буква х, вообще, 
уже не будег более служить для обозначения только действительного переменного. 
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Опишем около точки х в области А круг { радиусом, разным о; 
так как предыдущая функция голоморфна в части плоскости, ограни- 
ченной контуром Г и кругом {, то к ней можно применить общую 
теорему 5 279. Предположим для определенности, ‘что контур Г со- 
стоит из двух замкнутых линий Си С’ (черт. 56); мы имеем: 


ее Г (г) аг в 


& —х &—х &—х 


причем эти интегралы взяты в направлении, указанном стрелками; эта 
равенство можно представить в виде 


ое ое ) 


2—х 2—х ' 
Г у 


причем интеграл | берется вдоль всего кон- 


т 
тура Г в прямом направлении. Если радиус р Черт. 55. 
кружка ‘] очень мал, то значение функцин (г) 
в точках на этом круге очень мало отличается от значения Х(х): 


(г) == 1 (х) 3, 


гле |8| очень мало. Заменяя /(2) этим значением, получим: 


1(г)аг _ 42 8 4г 
| . (11) 
г т 


= 2 —х 
т 


Первый интеграл в правой части легко найти; полагая а==х ре", 
будем иметь: 


не зависит от радиуса р 


Следовательно, второй интеграл | 


у 
окружности 1; с другой стороны, если |8! остается меныинм положи- 
т 
тельного числа ц, то модуль этого интеграла меньше, чем о 2пр = 211. 


Так как функция /(2) при 2 ==х непрерывна, то можно взять радиус р 
‘настолько малым, чтобы число было как угодно мало. Следовательио, 
этот интеграл равен нулю, и, разделив обе части формулы (11) на 21, 
мы получим: 


1 ['/(2) 42 


91] #—х ‘ 
Г 


Л(х) = (12) 
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Это — основная формула Коши. Она дает значение функции. / (2) в лю- 
бой точке х, лежащей внутри контура, если известны значения функции 
вдоль этого контура. 

Пусть будет х4-Ах точка, близкая к точке х; предположим, нз- 
пример, что она лежит внутри круга ‘\] с центром в х и с радиусом р. 
Мы имеем по предыдущему: 


й 
| } 


—х—Ах’ 
т 


вычитая отсюда почленно формулу (12) и разделив результат на Ах, 
получим: 


1х Ах) — 7%) 1 | 1 (=) а 
( 


4х 211.) (2—^)(2—х— Ах) ° 
Г 
Если Ах стремится к нулю, то подинтегральная функция имеет 
(2 | 
пределом И. Чтобы строго доказать, что мы имеем право при- 
- (2—х 


менять здесь формулу обыкновенного диференцирования, представим 
этот иитеграл в виде: 


1(2)аг =| (2) аг +| Ах 7 (2) 42 


: (2—х)(2—х— Ах) , (2—4)? (2—х—-Ах) ^ 
т 


Пусть будет М верхняя граница модуля |/(2)| вдоль контура Г, 
Т — длина этого контура и 8— нижняя граница расстояний между 
точками круга } и точками контура Г. Модуль последнего интеграла 


правой части меньше количества |Ах| и, следовательно, стремится 


38 
к нулю при приближении |Ах| к нулю. Таким образом, перехоля 
к пределу, имеем: 


д = \ Г. (13) 
21: .) (2 — х)? 
Г 
Точно так же можно доказать, что обычная формула диференциро- 
- вания под знаком интеграла применима ик этому новому интегралу *, 
а также и ко всем его производным, и мы получим последовательно : 


„и 1:2 [| Ада _ 1.2.3 [742 
= (0%, = 5 ем, 
г ры 
и, вообще, 
пил 112... 1 (2) 42 
1 (х) = | Е хит‘ (14) 
Г 


‹ ху Общая формула диференцироваиия под знаком интеграла будет установлена далее 
гл. Н). 
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Таким образом мы видим, что если функция /(2) голоморфна в не- 
которой области плоскости, то последовательность высших производ- 
ных этой функции неограниченна, и все эти производные суть функции, 
голоморфные в той же области, Следует заметить, что мы пришли; 
к этому результату, исходя только из предположения, что Х(х) имеет` 
первую производную. _ р 


Примечание. Из рассуждений этого паргграфа можно вывести более’ 
общие заключения. Пусть будет $ (2) функция комплекснсго переменного 2, не-- 
прерывная (но не непременно аналитическая) вдоль дуги кривой Г, ззмкнутой или 
разомкнутой. Определениый интеграл 


вод [о 


#—х 
г 


имеет определенное значение для всех значений х, не лежащих на пути интегри“- 
Ех--Ах)—Р(х} 


рования. Из предьдущих вычислений следует, что отношение — Ах 
при приближеиии |Ах| к нулю имеет пределом определенный интеграл: 
$ (2) 42 
Е' (х) = 3 (2) а _* 
(2 — 


г 


Слеловательно, функция Р (х) — аналитическая и толоморфиая в любой части пло-- 
скости, не содержащей ни олной из точек контура Г, но, если функция $ (2) за- 
дана произвольно на контуре Г, значение Р(х) в точке х, внешней по отношению- 
к контуру, вообще, не стремится к $(2), когда точка х приближается к какой- 
либо точке = на контуре *. 

Точно так же мы найлем, что произволиая л-го порядка Р(®) (х) имеет выра- 
жение: 


$ (2) аг 


Е) (.) =пт! (ее. 
‘ Г 


285. Теорема Морера. Морера (Могега) принадлежит следующее предло- 
жение, представляющее обратную теорему по отношению к основной теореме: 
Коши: Если функция } (2) комплексного переменного = вепрерывна в области А, 


и если определенньй интеграл \ }(2) 42, взятый вдоль лкбого пути, ра. по- 


& . 
ложенного в области А, равен нулю, то функция }(2) золоморфна в области А,. 
Е 
В самом деле, опрехеленный интеграл Р @=\ КЕ аЬ взятый между двумя 
2 
точками 25, 2 области А вдоль любого пути, расположенного в этой области, имеет 


определенное значеиие, независимое от этого пути; если точка 25 постоянна, то, 
этот интеграл есть функция от 2. Из рассуждений $ 282 следует, что отношение 


\; при приближении |52\ к нулю имеет пределом функцию {(2). Таким образом. 
функция Р(2) есть голоморфная функция от 2, имеющая производную {(2), и 
следовательно, эта производная есть также голоморфная функция. 


* Если, например, контуром Г служит окружность круга единичного раднуса © центром в на- 
чале координат, и если на этом контуре мы полагаем ф (2) = = ‚то, как легко видеть, функцня Р(х} 
обращается в нуль в каждой точке х, внутренней к кругу. 
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286. Ряд Тейлора. /7усть будет /{2) фунсция, голоморфная внутри 


круга С с центром в точке а; значение этой функции в любой 
точке х, взятой икутри этого круга, равно сумме сходящегося ряда: 


(хх) =(а) ия .. 
| Ш 


я У (а .. (15) 


При доказательстве этой теоремы мы предположим, что функция 
У(2) голоморфна и на самой окружности С; в самом деле, если х есть 
какая-нибудь точка, лежащая внутри круга С, то всегда можно найти 
окружность С’ с центром в точке а и с радиусом, меньшим радиуса 
круга С, которая содержала бы внутри себя точку х, и воспользоваться 
при рассуждениях этою окружностью так же, как мы это будем делать 
с С. Пусть х будет точка, лежащая внутри круга С; по основной 
формуле мы имеем: 


1 
пы | 9.42 (12 65) 
С 


Представим ав слелующем виде: 


1 1 —__1 1 
2—х - аа (х—а) 2—а й х—а’ 
2 —а 


или, выполняя деление до остатка (п--1)-Й степени относнтельно 
х—а,. | 
1 1 х— а (х— а)? 


= Ре = Ге аз |." 
рн 
НЕ 


{2—х)({2—а)"+*т - 
Заменим 
2 — 


(ха 


2 — — ай +1 - 


в формуле (12 $) этим выражением и вывелем 


из-под знака интеграла множители хр— а, (х— а)?,..., нз зави- 
‹ящие от 2; мы получим: 


х) = (х— а и 


причем коэфициенты 4, /,..., Г, и остаточный член А, нмеют сле- 
дующие значения: 


1 о т 1(г) 42 ] 
211} (2- а} | 


(г) 4г_ в. — 1 (ла 


2—х‘ 


(16) 
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При неограниченном возрастании числа и остаточный член А, стре- 
мится к нулю. В самом деле, пусть будут М верхняя граница модуля 
функции /(г) вдоль окружности С, А — радиус этой окружности и 
г — модуль разности х — а. Когда точка 2 описывает окружность С, 


1 1 
<в —} поэтому 


мы имеем |г —х|! > Ю —, и следовательно, > 
# — 


модуль количества Ю, меньше, чем 


и оо М8 р \п+1 
2п я) Юг (Е) 


. р \1+1 
тде при неограниченном возрастании Л множитель (5) стремится 


ю 


к нулю. Таким образом Х(х) равно сумме сходящегося ряда: 


Их) = (хфа-... +1 (х—а)”-... 
Но, полагая в формулах (12), (13), (14) х=а и принимая за контур Г 
окружность С, мы будем иметь: 


(п) 
0 ==/(а), 1 ==/' (а),..., т 


следовательно, полученный ряд тождествен с рядом (15), т. е. с рядом 
Тейлора. 

Круг С есть круг с центром в точке а, внутри которого функция 
толоморфна; очевидно, что мы получим наибольший круг, удовлетво- 
ряющий этому условию, взяв за его радиус расстояние от точки @ до 
особой точки функции {(2), ближайшей к точке а. Круг С есть, вместе 
< тем, круг сходимости ряда, стоящего в правой части предыдущей 
формулы *. 

Из этой важной теоремы ясно видна тождествениость обоих опре- 
делений, данных нами для аналитических функций ($ 187 и 257). 
В самом деле, всякий целый ряд представляет внутри своего круга 
сходимости голоморфную функцию ($ 262), и, обратно, мы только что 
видели, что всякая функция, голоморфная внутри круга с центром 
в точке а, может быть разложена в целый ряд, расположенный по степе- 
ням разности х —а и сходящийся внутри этого круга. Заметим, вместе 
с тем, что некоторые полученные выше результаты делаются теперь 
почти очевидными; например, применяя теорему Тейлора к функциям 
Гов (1-2) и (1-Е 2)”, голоморфным внутри круга с центром в начале 
координат и с радиусом, равным единице, мы получим формулы $ 271 
Их. 
Ф(%)' 
которых — сходящийся в круге с радиусом, равным А; если ряд ф(х) 
не равен нулю при х—=0, то, так как он представляет непрерывную 
функцию, всегда можно найти такой круг с радиусом, равным Г= К, 
внутри которого ф(х) не обращается в нуль. В этом случае функция 


и 272. Рассмотрим еще частное двух целых рядов каждый из 


* Для этого последнего захлючення требузтся несколько поясчений относительно различных 
зидов особых точек; они будуг даны в главе, посвящеиной аналитическому продолжению. 
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Р(х) 


Се) будет голоморфною внутри круга с радиусом, равным х, и следо- 


вательно, вблизи точки х==0 она может быть разложена в целый ряд 
(т. 115 179). Точно так же можно еще раз доказать теорему о подста- 
новке ряда в другой ряд и т. д, 

Примечание. Пусть будет }(2) функция, голоморфная внутри круга С с 
центром в точке ди с радиусом, равным г, и непрерывная на самой окружно-- 


сти С. Модуль | } (2) | функции на окружности С есть непрерывная функция, зна- 
чение тшахипит которого мы обсзначим через % (г). С другой стороны, коэфн- 


циент а, при (х — а)" в разложении функции 1(г) равен м 10 (а), т.е. равен 


от | Л(2) аг_. 
ш #—а в+1, 
с ) 
‹ледовательно, мы имеем: 9 р 
/ [ г 
А, = ав |< р ти тг — С ), {17} 


таким образом, % (г) больше всех произведений А„г”*. Поэтому в выражении 
лля усиливающей функции (т. 1, $ 177) можно взять 9 (г) вместо М. 

Первое из этих неравенств приволит к следующему важному выводу. Пусть. 
(2) голомогфна в области О. В таком случае модуль |/(2)| не может достигать. 
максимума внутри зтой области. В самом деле, предположим, что этот модуль 
принимает максимальное значение Н в точке 2 —=а, внутренней к области О. Из. 
точки а как из центра опишем круг, расположенный внутри 0, радиуса г до- 
статочно малого, так что вдоль окружности этого круга наибольшее значение 
301 (") модуля |/ (2) | не превосходит Н. На основании первого из неравенств (17} 


имеем: 
Н=/(а)1< (9, 


что противоречит условию 9% (г) = Н. 

Это рессуждение отпадает в том случае, если модуль | {(2)| сохраняет по- 
стоянное значение в круге с центром в точке а. Функция /(2) приводится в таком: 
случае к постоянному (см. $ 271, погстрочное примечание). 

Таким же образом легко видеть, что ! / (2)| не может иметь внутри О поло- 
жительного минимумг, так как модуль обратной функции достигал бы в таком 
случае максимума. - 


287. Теорема Лиувилля: Если функция /(х) голоморфна при всяком 
конечном значении переменного х, то, каково бы ни было а, ее разло- 
жение по формуле Тейлора имеет место для всей плоскости, и рассматри- 
ваемая функция называется делою функциею.Из выражений, полученных 
для коэфициентов разложения, нетрудно вывести следующее предложе- 
ние, принадлежащее Лиувиллю: 

Всякая целая функцая, модуль которой остается меньшим неко- 
торого постоянного числа М, есть постоянное. | 

В самом деле, предположим, что }(х) разложена по степеням х — @; 
пусть будет а, коэфициент при (х — а)". Очевидно, что каков бы ии 
был радиус г круга С, количество (г) меньше числа М, и следова- 


* Неравенства (17) содержатся в более общем неравенстве: 
{о } += У [ав № 
(см. Сби{= мег, Еш За бЪег Роепатешеп, Майетанясйе Аппщен, т. ХХХН, 1888, стр, 596 —600). 


Коэфицнеиты а; (1 >> 0) могут быть выражены также через посредство действительной части 
функции } (=) на круге С (см. упражнение 30). 
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М 
тельно, |а,|< ти Так как радиус г может быть взят сколь угодно 


‘большим, то при и=1 мы имеем а„==0, и {(х) приводится к постоян- 
ному Х(а). 

Вообще, пусть будет /(х) такая целая функция, что`при всех зна- 
чениях переменного х, модуль которых больше положительного числа Л, 
модуль частного ия остается меньшим некоторого определенного‘ 
числа М; такая функция Г(х) приводится к многочлену, степень ко- 
торого не выше т. В самом деле, предположим, что функция /(х) раз- 
ложена по степеням переменного х; пусть будет а, коэфициент при х”. 
Если радиус г круга С больше числа А, то мы имеем 3 (.) < Мг", 
и следовательно, |а„| < /М/”-”. Бели п>> т, то должно быть а,==0, 
так как, выбирая г достаточно большим, можно сделать /М”-” мень- 
шим всякого данного числа. 

288. Ряд Лорана. Рассуждения, помощью которых Коши доказал 
формулу Тейлора, можно значительно обобщить. Так, пусть будет {(х) 
функция, голоморфная внутри кругового кольца, ограниченного двумя 
концентрическими окружностями Си С' с центром в точке а. Докажем, 
что значение }(х) функции в какой-нибудь точке х, взятой в этой 
области, равно сумме двух сходящихся рядов, из которых один рас- 
положен по положительным степеням х —а, а другой —по положи- 


1 
тельным степенями Ри *. 


Как и выше, мы можем предположить, что функция /(2) голоморфна 
и на самих окружностях С, С'!. Пусть будут Ю, А!’ радиусы этих кру- 
тов и г— модуль разности х— @; если С' заключена внутри С, то 
Ю'<тг<Ю. Из точки х как из центра опишем небольшой круг у, 
расположенный всеми своими точками между Си С'. Мы имеем: 


2) аг (2) 42 
2—х |7 2—х м 2-х’ 


где интегралы взяты в надлежащих направлениях. Последний интеграл, 
взятый вдоль 1], равен 211}(х), и мы можем представить предыдущее 
равенство иначе, в виде: 


Их) | 21 | 242, (18) 


211} 2—х 21 х-2 
с с’ 


где интегралы взяты в прежних направлениях. 
Повторяя рассуждения $ 286, мы получим: 


1 4 
|+ («а ... На ..., (19) 
С 


* Сотрёез геп4изу 4е РАса4ётие @ез 5сепсез, т. ХУИ. См. „Оецугез ае Саисву“, 1-я серня, 
т. УШ, стр. 115, 
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причем коэфициенты 1, /\,..., /„›-.. определяются формулами (16). 
Чтобы разложить в ряд второй интеграл, заметим, что мы имеем: 


1 "ит \ 1 2—а 
х—2 ха 1—_2— а абы а) +... 
х—а/ 


т ( ( 


и что интеграл дополнительиого члена 
1 2— а\”" 1(2 
=) а, 
211.) \х—а]) х—2 
с 


при неограниченном возрастании и стремится к нулю. В самом деле, 
если М’ есть наибольшее значение модуля |{(2)| вдоль окружности С', 
то модуль этого интеграла меньше, чем 
1 Ю! в М! М!'Ю! ©! п 
| —1| —— 278! = — —]|, 
2жж\г]хг-Ю г Ю\г 
! 
где множитель -— меныне единицы. Следовательно, мы имеем также: 
г 


1 | /(2)аг2 К} Ко К» р. 
= —2__ ми ..., 0 
21) 2х хо а"' Нара" + (20) 
С! 
причем коэфициент А’, равен определенному интегралу: 
= (а 21 
"= | (2 — а)"-17(2) 4г. (21} 


[6 


Теперь достаточно сложить два разложения (19) и (20), чтобы иметь 
разложение функции Х(х). 

В формулах (16) и (21), определяющих коэфициенты Г, и К„, можно 
брать интеграл вдоль любого круга Г с центром в точке а, содержащегося 
между Си С', так как подинтегральные функции голоморфны в кру- 
говом кольце. Условившись изменять указатель и от — < до -|- ©, 
мы можем представить разложение функции 7 (х) в виде: 


++ со 
1(х) = У 1, (х— а)", (22) 

п=-о 
где, каков бы ни был знак указателя п, коэфициент Г, выражается 


формулою: 
1 1(2) аг 23 
и— 21 | (г — а"! * ) 
г 
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Примечания. 1. Одна и та же функция }(х) может иметь совершенно. 
различные разложения в зависимости от того, в какой области мы ее рассмат-: 
риваем. Рассмотрим, например, рациональную функцию } (х), знаменатель которой. 
имеет только простые корни с различными модулями; пусть будут а, 6, с,..., [ эти. 
корни, расположенные в порядке возрастания их модулей. Отбрасывая целую, 
часть, которая в дальнейшем не имеет значения, мы имеем: 

А В С 1 
1 (х) = ++... + 
ха хо х-с х—{ 
Внутри круга с радиусом, равным [4|, и с центром‘в начале координат каждую’ 
из простых дробей можио разложить по положительным степеням переменного х, 
и разложение функции 1 (х) тождественно с разложением по формуле Маклорена:. 


1 (^)=-— (7+... + т)-(#+..+4)*-... 


А р 
(ин)... 


В круговом кольце, заключающемся между кругами с радиусами а| и [8], дроби 


1 
х— с’ 


- 


х—ё 


могут быть разложены по положительным степеням переменного х,„. 


1 
но дробь должна быть разложена по положительным степеням ии мы имеем: 


х—а 
по (в +..+1)-(ы+..+в)х+... 


В Е А Аа Аап-1 
(т +...-+ У) хп—.., фа +: ТТ ш+ 


В следующем круговом кольце мы будем иметь другое аналогичное разложение ит. д. 
Наконец, вне круга с радиусом |{] мы будем иметь разложение только по сте- 


пеням —: 
х 


_ А+... Аа+...+ И _ Аат--ф-...-+ Мф! 
= О ООО АЯ ИО ии + 
2. Вообще, пусть 

Я ®)= шах... Вал... 


— целый ряд, расположенный по степеням х, сходящийся в круге С радиуса К, и: 
пусть 


Рныьт + ь (т) +... 


х 


- 1 . 
— ряд, расположенный по степеням -„. , сходящийся вне круга С' радиуса К' (Ю'< Ю),. 


причем оба круга имеют центр в начале координат. Очевидно, что сумма 
1 =А Л (*) 

есть функция, голоморфная в круговом кольце, заключенном между окружностями 
Си С', и ее разложение в ряд Лорана получается сложением обоих рядов. Про-- 
изведение 9(х) = (х)- Ь(х) также есть голоморфная функция в этом кольце, 
и, поскольку оба ряда сходятся абсолютно в этой области, то можно составить. 
это произведение, перемножая их почленно и группируя частичные произведення 
в произвольном порядке (см. т. |, $ 160 и 161); следовательно, можно соединить 
все частичные произведения с одинаковыми степенями переменного х. Таким 
образом получаем ряд Лорана, который представляет произведение ф (х) = Д.Л: 
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тде 
Ст == тво ата а + +. Катки ба т. 
когда и положительно или равно нулю; в случае отрицательного т коэфициенты 
выражаются аналогичным образом. 
Например, функция 
— х 
ло=у “ея 
х 


тде предполагается |2! < | Ь| является голоморфной в круговом кольце, заклю- 
'ченном между окружиостями С„, Сь радиусов |а|и |8| с центром в начале 
координат, 


Чтобы найти ее разложение в этой областн, достаточно написать: 


л9=уУ ПАУ, 


1 
и составить произведение обоих целых рядов, расноложенных По степеням уе их, 


: а 
жоторые представляют оба сомножителя У: —= и у» —х вне круга С, и 


внутри круга Сь. 
239. Разные ряды. Доказательства формулы Тейлора и формулы Маклорена 
основываются, в сущности, на 
Р особых разложениях простой 


1 
оби ‚ когда точка 
дроби ——— д 


х остается внутри или вне 
некоторого данного круга. 
Апнель показал, что можно 
еще обобщить эти формулы, 
рассматривая функцию [ (х), 
голоморфную внутри некото- 
рой области А, ограничивае- 
(" мой несколькими дугами кру- 
гов или несколькими целыми 
окружностями *. 
Рассмотрим, например, 
функцию /(х), голоморфную 
в криволннейном треуголь- 
Черт. 57. нике РОЮ (черт. 57), обра- 
зуемом тремя дугами РО, 
«К, КР, принадлежащими, соответственно, трем окружностям С.С’, С”. Обозначая 


‘через х какую-нибудь точку, лежащую внутри этого криволннейного треуголь- 
"ника, мы получим: 


1 ('/(=)аг ‚1 [Рем г (у(га2 
5) = т | 2—х Ч 2=т. к Г 2х. (24) 
РО ов ВР | 
Если центр круга С лежит в точке а, то вдоль дуги РО мы имеем: 
11 х-а (х— ай 1 х-—а\лт+! 
2-х 2-@а Тира +... Тела РЕ (=) 


Хх — 
Когда 2 описывает дугу РО, то модуль частного : остается меньшим еди- 


зницы, и следовательно, модуль интеграла 


1 [./®. к, 


212. #—х \з—а 
Ро: 


* Аа поипетаНса, т. Т, 1883, стр. 145, 
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при неограниченном возрастании числа п’ стремится к нулю, Поэтаму 


1 | /(2)аг 

эр -“-=А+Ах-фа-+...+а-а”-+... а 

2 (704 ЮЛ( )+.: +“ а)" -- м (а) 
(РО) 

где коэфициенты Д, /,... суть постоянные, выражения которых нетрудно найти. 

Точно так же, предполагая, что центр круга С’ лежит в точке 6, будем иметь 

вдоль дуги ОЮ: 


1 1 #—в 5-1 (+=). 


РЕ" Рав ТЕХ Ь 


а п 
Так как при неограниченном возрастании числа п модуль (#25) стремится 


Ь. 
к нулю, то мы выведем отсюда для второго интеграла разложение вида: 
1 (1(2)42__ К, К Ки _ 
с | Ра" Ты!" @) 
(Ок) . 
Наконец, если центр круга С’ лежит в точке с, то мы получим: 
1 (764 [4 № __ [и 
ая ео Тао" © 
7) 


Складывая формулы (а), (3), ($), мы представим разложение функции }(л) в виде 
суммы трех рядов, расположенных, соответственно, по положительным степеням 
1 
количеств х— а, и д. Ясно, что можно преобразовать эту сумму в ряд, 
все члены которого суть рациональные функции от х; например для этого можно 
1 


соединить члены одинаковой степени относительно х— а, . Преды- 


х—в* х-с 
дущее рассуждение имеет место при любом числе дуг, 

Относительно предыдущего примера можно заметить, что ряды (а), (3), (1) 
будут сходящимися и в том случае, если точка х находится внутри треугольника 


°{(2) аг 
Р'О'Ю', и сумма этих трех рядов тоже равна интегралу Кача, взятому в пря- 


мом направлении вдоль контура треугольника РОЮ. Но, если точка х лежит 
Е 
в треугольнике Р’О’Ю’', то функция ри голоморфна внутри треугольника РОЮ, 


и следовательно, предыдущий интеграл равен нулю. Таким образом мы получаем 
ряд рациональных функций, сходящийся, если точка х лежит в одном из двух 
треугольников РОЛ и Р''Ю', сумма которого равна }(х) или нулю смотря 
по т›му, лежит ли точка х в треугольнаке РОЮ илев треугольнике Р'У КЮ". 

Идя по тому же направлёнию, Пенлеве получил еще более общие результаты *. 
Ограничиваясь очень простым случаем, рассмотрим замкнутую выпуклую кри- 
вую Г, имеющую касательную, непрерывно перемещающуюся вдоль кривой, и 
предположим, что радиус кривизны кривой остается меньшим некоторой границы. 
Как нетрудно убедиться, в этом случае можно найти для каждой точки М кри- 
вой Г соответствующий круг С, касающийся в этой точке кривой Г, солержащий 
эту кривую всю внутри себя и притом такой, что его центр перемещается не- 
ирерывно вместе с точкою М. Пусть будет (2) функция, голоморфная внутри 
контура Г и непрерывная на самом этом контуре. Рассмотрим основную формулу‘ 


до | 92, 


Ен "ариев Цроез зшриНётез @ез ГопсНоп$ апайуНанез“ (Аллайе; 4е {а РасиИв ае Тошоизе, 


6 5. Гурса, т. П, %. 1. 
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‘причем точка х лежит внутри контура Г. Мы имеем: 


1 х—а (х — ай Е а)"*' 


1 — 1 
ата ай 1... я 


где а обозначает центр круга С, соответствующего точке 2 контура; а уже не 

есть более постоянное, как в предыдущих случаях, но, когда точка М описывает 
ха 

кривую Г, а есть непрерывная функция от 2. Однако модуль отношения 2 , 
—а 

которое есть непрерывная функция от 2, остается меньшим некоторого опреде- 

ленного числа р, меньшего единицы; следовательно, при неограниченном возра- 

стании и интеграл дополнительного члена стремится к нулю. Поэтому мы имеем: 


+ со п 
дона [| И, ва» (25) 
п=о0 (Г) 


Ясно, что общий член этого ряда`есть целый многочлен Р,(х) не выше я-й сте- 
пени. Следовательно, внутри контура Г функция }(х) разлагается в ряд’ 
многочленов, 

Пользуясь теориею конформных преобразований, можно получить для разло-- 
жения голоморфных функций ряды другого вида. Пусть будет {(2) функция, голо- 
морфная внутри некоторой области А, которая может простираться и в беско- 
нечность. Предположим, что известно такое конформное отображение области А. 
на область круга С, что каждой точке области А соответствует одна и притом 
только одна точка круга, и обратно; пусть будет и == $(2) аналитическая функция, 
при помощи которой выполняется отображение области А на круг С плоскости и 
с центром в точке и-—=0. Когда точка и описывает этот круг, соответствующее. 
значение переменного 2 есть голоморфная функция от и. То же имеет место и 
для функции /(2); следовательно, когда 2 остается внутри А, то функцию Ё{(г2) 
можно разложить в сходящийся ряд, расположенный по степеням переменного и 
или по степеням $ (2). 

Предположим, например, что область А есть неограниченная полоса, заклх- 
чающаяся между прямыми у== = а, параллельными действительной оси. Мы ви-- 

072 
е2а _ 
дели ($ 274), что, полагая и== —-.`——_, мы отобразим эту полосу на круг с 
е?а +1 
радиусом, равным единице, и с центром в точке и =0. Следовательно, всякую. 
функцию }(2), голоморфную в рассматриваемой неограниченной полосе, можно, 
разложить в этой полосе в сходящийся ряд вида: 


72 
+0 2а __ п 
да У А, | 
п=0 е 24а а) 


29). Ряды голоморфных функций. Теорема Вейерштрасса. Сумма 
равномерно сходящегося ряда, члены которого суть голоморфные: 
функции от 2, есть ‘непрерывная функция от 2, но без особого дока- 
зательства нельзя было бы еще утверждать, что эта сумма есть также 
и голоморфная функция. Необходимо еще доказать, что она имеет 
в каждой точке единственную производную; это нетрудно сделать, 
воспользовавшись интегралом Коши. 

Заметим сначала, что равномерно сходящийся ряд, члены которого 
суть непрерывные функции комплексного переменного 2, можно инте- 
грировать почленно, как в случае действительного переменного. Дока- 
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зательство, данное для действительных переменных (т. 1, 5 107), при- 
менимо без изменения и к мнимым переменным, если только путь 
интегрирования имеет конечную длину. Пусть будет 


дл... (26) 


ряд, все члены которого Суть функции, голоморфные в некоторой 
области О, и который равномерно сходится во всей этой области. 

Пусть имеем внутри 0) произвольную точку х. Окружим ее замкну- 
той кривой Г, расположенной в области Д, таким образом, чтобы 
ряд (26) был равномерно сходящимся и во внутренности Г, и на самом 
контуре Г. 

Пусть будет $ (2) сумма ряда (26) в какой-нибудь точке контура Г; ф'2) 
есть функция от 2, непрерывная вдоль этого контура, и мы видели ($ 284, 
примечание), что определенный интеграл 


ы 

Л, (2) 

1 Ф (2 42 1 1 

Ре = =—х 21 я “” (27) 


(Г) 

где х есть какая-нибудь точка области 0, расположенная внутри кон- 
тура Г, представляет функцию, голоморфную в этой области, производ- 
ная порядка р которой имеет выражение: 


Ы 
(2) 
1.2...р $ (2) 42 1.2...Р ео 
(Р) (х) — - — . 2 
РР) 21 ее. 21 (2— х)Р+1 42 (28) 
(Г) е 
Но ряд (26) — равномерно сходящийся на контуре Г; точно так же 


мы получим равномерно сходящийся ряд, разделив все члены ряда (26) 
на 2—х; поэгому мы имеем: 


м1 (лаа 
(2) 42 
ви) = У иг е—х ' 
У=Е (г) 
или, иначе, так как /(2) есть функция, голоморфная внутри контура Г 
[формула (12) 5 284]: 
Вх = Ла (ЛЕ... Л... 
Точно так же формулу (28) можно представить в виде: 
Рю ле... Л )-Е..., 


и мы в праве высказать следующее общее предложение, принадлежащее 
Вейерштрассу: 

Всякий ряд, равномерно сходящийся в области О плоскости, все 
члены которого суть функции, голоморфные в 0, представляет 
функцию Е(2), голоморфную в той же области. Производная по- 
рядка р от Е(2) равна сумме ряда, который получим, диференцируя 
Р раз каждый член ряда, представляющего функцию Е(2). 

6* 
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291. Полюсы. Всякая функция, голоморфная в круге с центром 
в точке а, равна внутри этого круга сумме целого ряда: 


1(2) = Ао А, (2—@-... + А, (а— а}... (29) 


Для краткости мы будем говорить, что. функция (2) — правильная 
в точке а, и точка а есть обыкновенная точка этой функции. Мы 
будем называть областью точки а область, заключающуюся внутри 
круга С с радиусом р, описанного из точки а как из центра, внутри 
которой имеет место формула (29). При этом нет необходимости, чтобы 
круг С был наибольшим кругом, внутри которого имеет место фор- 
мула (29); радиус р области часто будет определяться каким-нибудь 
другим частным свойством. 

Если первый коэфициент А, равен нулю, то }(а)=—=0, и точка а 
называется нулем функции /(2). Порядок нуля определяется так же, 
как для многочленов: если разложение функции {(2) начинается 
с члена 1-Й степени относительно 2 — а; 


Де) = Ат (2— а" Аи. (2—а)"1--... (т>>9), 
где А„ не равно нулю, то мы имеем: 
Г(а) =0, }' (а)=0,..., Л(-Ъ (а) = 0, 1” (а) 520, 


и точка а называется нулем т-го порядка. Предыдущую формулу мсжно 
также представить в виде: | 


А (г) == (2— а)" $ (2), 


где $ (2) — целый ряд, не обращающийся в нуль при 2=а. Так как 
этот ряд есть непрерывная функция от 2, то можно выбрать радиус 
области настолько малым, чтобы 4(2) не обращалось в нуль в этой 
области, и мы видим, что внутри этой области функция }(2) не будет 
иметь другого нуля кроме точки а. Следовательно, нули голоморфной 
функции суть изолированные точки. 

Всякая не обыкновенная точка однозначной функции (2) называется 
особою точкою. Особая точка а функции }(2) называется полюсом, 
если эта точка есть обыкновенная точка для обратного выражения 


1 1 
72) Разложение = по степеням 2—а не может содержать постоян- 
© 
ного члена, так как точка а была бы тогда обыкновенною . для 
функции (2). Предположим, ‘что разложение начинается с члена т-й 
степени относительно 2— а: 


1 
—— — —а\т 
да=е— а)", (30) 
где 9(2) обозначает функцию, правильную в области точки а и не 
равную нулю при 2=а, Отсюда получаем: 


1 1 $ (2) .(31) 


Ара а, 


где Ф(2) также обозначает функцию, правильную в области точки а и 
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не равную нулю при ==а. Эту формулу можно представить в равно- 
сильном виде: 


Л(2) = 


(2 Е: ет. Ре) (315$). 


где мы обозначили через Р(2— а), как мы это будем часто делать 
в дальнейшем, функцию, правильную при 2==а, а В„, Ви_у,..., В: 
суть постоянные. Некоторые из коэфициентов В, В. ..., Ви_1 Могут 
быть равны нулю, но коэфициент В„ непременно отличен от нуля; 
целое число 1 называется порядком полюса. Мы видим, что полюс 


1 
т-го порядка функции (2) есть нуль т-го порядка функции (2) 
обратно. 

В области полюса а разложение функции }(2) состоит из правиль- 


ной части Р(2— 2) и из целого многочлена относительно 2 =} этот 
многочлен называется главною частью функции /(2) в области полюса. 
Если модуль количества 2— а стремится к нулю, то модуль 
функции }(г) возрастает неограниченно, по какому бы пути точка 2 
ни приближалась к полюсу. В самом деле, так как функция %{2) не 
равна нулю при 2==а, то мы можем предположить радиус области на- 
столько малым, чтобы в этой области модуль !$ (2)! оставался большим 
некоторого положительного числа /М. Обозначая через г модуль раз- 


М 
ности 2—4, мы имеем [7(2) |[> =; следовательно, при приближении г 


к нулю !У(2)| неограниченно возрастает. Так как функция $ (2) — пра- 
вильная при 2 = а, то существует такой круг С с центром в точке а, 
ф (2) 
(2— а)" 
всех точках этого круга кроме самой точки а. Следовательно, в области 
полюса а функция }2) не имеет другой особой точки кроме самого 
полюса; другими словами, полюсы гуть изолированные особые точки. 

292. Мероморфные функции. Всякая однозначная функция, которая 
не имеет в области А других осо“ых точек кроме полюсов, называется 
иероморфною функциею в этой области. Мероморфная функция может 
во всей плоскости иметь бесконечное множество полюсов, но в области, 
лежащей всеми своими точками на конечном расстоянии, она может 
иметь их только конечное число. 

В самом деле, пусть функция /(2) мероморфна внутри области А, 
лежащей всеми своими точками на конечном расстоянии, а также и на 
контуре Г этой области. Если бы она имела бесконечное множество 
полюсов в этой области, то множество (Е) всех этих полюсов имело бы 
по меньшей мере одну предельную точку (т. 1, $ 4), т. е. существо- 
вала бы по крайней мере одна точка Й,  атоловеноай в А или на Г, 
вблизи которой было бы бесконечное множество полюсов. Эта точка 7 
не могла бы быть ни полюсом, ни обыкновенною точкою. Точно так же 
мы убедимся, что функции (2) может иметь только конечное число 


внутри которого $ (2) голоморфна. Частное голоморфно во 
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нулей в той же области. Следовательно, мы ‚можем высказать следующее 
предложение: . 

Всякая функция, меронорфная в области А, лежащей всеми 
своими точками на конечном . расстоянии, ц на контуре этой 
области, имеет в этой области только конечное число нулей и по- 
нечное ччсло плюсов. 

В области любой точки а мероморфная функция /(2) может быть 


представлена В виде: 
Л(2) == (2 —а)* $ (2), (32) 


где 9(2) — правильная функция, не равная нулю при 2=а. Показа- 
тель и называется порядком функции }(2) в точке а. Этот порядок 
равен нулю, если точка а не есть ни полюс, ни нуль для {(2); он ра- 
вен 1, если точка а есть нуль т-го порядка функции (2), и равен лм, 
если а есть полюс и-го порядка функции /(2). | 

293. Существенно особые точки. Всякая особая точка однозначной 
функции, которая не есть полюс, называется существенно особою точкою. 
Существенно особая точка а есть изолированная, если можно описать 
круг С с центром в а, внутри которого функция /(2) не имела бы 
никакой другой особой точки кроме самой точки а, мы ограничимся 
пока рассмотрением только таких точек. 

Теорема Лорана дает непосредственно разложение функции /(2) в об- 
ласти изолированной существенно особой точки. Пусть будет С круг с 
центром в точке а, внутри которого функция /{2) не имеет другой особой 
точки кроме точки 4; с другой стороны, пусть будет с круг концентри- 
ческий и лежащий внутри С. В круговом кольце между кругами С ис 
функция /(2) голоморфна и, следовательно, равна сумме ряда, располо- 
женного по положительным и отрицательным степеням разности 2 — а: 


--оо 
1(а= У А(2е— а)”. (33) 
т=— оо 


Это разложение имеет силу для всех внутренних точек круга С 
кроме точки а, так как, где бы в круге С ни лежала точка 2, отличная 
от а, всегда можчо взять радиус круга с меньшим, чем |&—а|. и 
коэфициенты А» не зависят от этого радиуса ($ 288). Разложение (33) 
содержит, во-первых, часть, правильную в точке а, Р(2— а), обра- 
зуемую членами с положительными показателями и, во-вторых, ряд, 


расположенный по степеням : 
= —а 


А_1 
2 —а 


А А . 
НН Неа 89 


2— а)” 


этот ряд называется главною частью функции /(2) в области особой 
точки. Эта главная часть не приводится к многочлену, так как точка 
2—а была бы тогда полюсом вопреки предположению *. Это — 


* Чтобы не опустить никакого предположе-ия, иадо было бы также исслеповать случай, когда 
разложение функции / (2) внутри круга С содержит только положительные степени разности 2 — а, 
но значение /(а) функции в точке а’ отлично от члена ряда, не зависящего от &— а. Такая точка 
д— @ называется точкою разрыва. Мы не будем рассматривать здесь этой особеиностн, 
носящей совершенно искусственный характер (см. дальше, глава ХУП). 
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целая функция от а‘ В самом деле, пусть будет г какое-нибудь 


положительное число, меньшее радиуса круга С; коэфициент А_ 
ряда (34) имеет выражение ($ 288): 


А_и= ее а)" -1 }(г) а, 


(С) 


т 


где интеграл взят вдоль круга С с центром в точкё а и с радиусом г. 
Следовательно, мы имеем: 


[А „|< (и, (35) 


тде (г) обозначает максимум модуля функции }(2) вдоль окруж- 
ности С’. Следовательно, ряд (34) — сходящийся, если только |2—а| 
больше г; а так как г есть положительное число, которое можно взять 
сколь угодно малым, то ряд (34) — сходящийся при всяком значении 2, 
отличном от 4, и мы имеем: 


да=Ре-9+9( ). 


2 —а 


1 
гле Р(2— а) обозначает функцию, правильную в. точке а, и Я — 
2—а 


целую функцию * от а’ 


Если модуль разности 2—@ неограниченно убывает, ‘то значение 
функции {(2) не стремится ни к какому определенному пределу. Точнее, 
если из точки а как из центра мы опишем круг С произвольно ма- 
лого радиуса р, то внутри этого круга всегда существуют точки 2, 
8 которых значение функции }(2) сколь угодно мало отличается от 
всякого заданного числа (Вейерштрасс). 

Докажем сначала, что, каковы бы ни были положительные числа р 
и М, существуют значения переменного 2, для которых одновременно 
{2—@|<ви |1 (2) |[> М. В самом деле, если бы модуль функции 7 (2) 
был не больше числа М при |2 —а|< р, то %% (г) было бы меньше или 
равно М при г«р, и, на основании неравенства (35), все коэфи- 
циенты А_„ были бы равны нулю, так как произведение 9 (г)и" <= Му” 
стремилось бы к нулю вместе с г. 

Рассмотрим теперь какое-нибудь число А. Если уравнение }(2) = А 
имеет корни внутри круга С, как бы мал ни был его радиус 0, то 
теорема доказана. Если уравнение /(2)==А не имеет бесконечного 
множества корней вблизи точки а, то можно взять радиус р настолько 
малым, чтобы внутри круга С с радиусом р и с центром в точке а это 


1 
——— __ бу- 
ФА” 
дет голоморфною во всякой точке 2 круга С кроме точки а; эта 
точка а может быть только существенно особою точкою функции Ф (2), 


уравнение не имело ни одного корня. Тогда функция © (г) == 


* Мы часто будем обозначать через С (х} целую функцию от х. 
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так как в противном случае эта точка а была бы полюсом или обыкно- 
венною точкою функции /(2). Следовательно, на основании только что 
доказанного, внутри круга С существуют такие значения переменного 2, 
при которых 


129 >-—, ли |7) — |< 


как бы ни было мало положительное число в. 

Это свойство устанавливает резкое различие между полюсами и су- 
щественно особыми точками. Тогда как в области полюса модуль функ- 
ции /(2) неограниченно возрастает, в существенно особой точке зна- 
чение функции остается совершенно неопределенным. Пикар* получил 
более определенное предложение, показав, что всякое уравнение 7 (2) =А 
имеет бесконечное множество корней в области существенно особой 
точки, причем исключение может иметь место только для одного част- 
ного значения числа А. 


ПРИМЕР. Точка 2 ==0 есть существенно особая точка для функции 


1 
1.2...п 21 


+... 


Нетрудно убедиться, что уравнение е* — А имеет бесконечное множество корней 
с модулем, меньшим р, как бы р ни было мало, если только А не равно нулю. 
Пусть будет А = /(с0$ 8 -- [51 8); из предыдущего уравнения получаем: 


= Юр + 8+ 25; 
чтобы было |2! < р, достаточно, чтобы 
1 
(105 7} - (0 -- 2А=)? > 2 


Очевидно, что существует бесконечное множество значений целого числа №, уло- 
влетворяющих этому условию. В этом примере есть значение числа А, состав- 
ляющее исключение, именно, А —=0. Но может случиться, что нет ни одного зна- 


‚1 
чения, составляющего исключение, таков, например, случаи функции $ . 


294. Вычеты. Пусть будет а полюс или изолированная существенно 
особая точка функции Г(2). Вычислим интеграл [уеаь, взятый вдоль 


окружности С с центром в точке а, проведенной в области точки а. Мы 
имеем правильную часть Р(2— 0), интеграл которой равен нулю. Что 


1 
касается главной части (— ‚ то ее можно интегрировать по- 


членно; в самом деле, если а есть существенно особая точка, то 


* Аппайез 4е РЕсйе Могтще зирёмеиге, Э-н серня, т. [Х, 1880, стр. 145. 
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в 
2—а , 
Интеграл общего члена 


) представляет целый, равномерно сходяшийся ряд по а 


(2 — а)" 
С 
равен нулю, если показатель т болыше единицы, так как начальная 
А . 
функция. — —т возвращается к начальному значению, 


(т — 1) (2 — а)” 1 
когда переменное г описывает замкнутый путь. Но, если т==], То» 


определенный интеграл А_- имеет значение 2т2А_/, как это» 


видно из вычислений 5 284. Следовательно, мы имеем формулу 
2А_1== | (2) аг, 


[9 


которая, в сущности, есть не что иное, как частный случай формулы (23), 
определяющей коэфициенты ряда Лорана. Коэфициент _; называется 
вычетом функции /(2) относительно особой точки а. 

Рассмотрим теперь функцию {(г), непрерывную на замкнутом кон-- 
туре Ги имеющую внутри этого контура Г только конечное число 
особых точек а, 6, с,...,[. Пусть будут А, В, С,..., Ё вычеты, 
соответствующие этим особым точкам. Окружим каждую из этих осо- 


бых точек кругом весьма малого радиуса; интеграл \лоаь взятый’ 


вдоль Г в прямом направлении, равен сумме интегралов, взятых вдоль. 
этих малых кругов в том же самом направлении, и мы получаем весьма 
важную формулу: 


[еаееащца вс... +5, (36} 


т 


выражающую, что интеграл ( }(г) 42, взятый вдоль контура Г в пря- 


мом направлении, равен произведению 2 на сумму вычетов отно- 
сительно особых точек функции }{г}, находящихся внутри этого’ 
контура. 

Ясно, что эта теорема применима также к контурам Г, образован- 
ным несколькими различными замкнутыми кривыми. 

Отсюда видно важное значение вычетов; полезно уметь их быстро 
вычислять. Если точка а есть полюс 71-го порядка функции (г), то 
произведение (2 — а)" 7 (2) — правильное в точке а, и очевидно, что- 
вычет функции }(2) равен коэфициенту при (2 — а)"-1 в разложении: 
этого произведения. В случае простого полюса правило упрощается:. 
тогда вычет равен пределу произведения (2 — а)/ (2) при 2==а. Всего 
чаще функция /(2) является в виде: 
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тде функции Р(2) и © (2) — правильные при 2—=а и Р(а) не равно 
нулю, тогда как а есть простой нуль для ©(2). Пусть будет О (2) = 
Р (2) 
Ю (а) ’ 


— (2 —а) А (2); тогда вычет равен частному или, иначе, как это 


Р 
нетрудно видеть, ,—. 


Ч (2) 


1И. ПРИЛОЖЕНИЯ ОБЩИХ ТЕОРЕМ. 


Приложения последней теоремы бесчисленны. Мы дадим некоторые 
из них, относящиеся, главным образом, к вычислению определенных 
интегралов и к теории уравнений. 

295. Различные замечания. Пусть будет /(2) такая функция, что про- 
‘изведение (2-— а){(2) стремится к нулю вместе с |2—а|. Интеграл 
‘от этой функции, взятый вдоль круга 1 с центром в точке а и с ра- 
диусом р, стремится к нулю вместе с радиусом этого круга. В самом 
‚деле, мы имеем: 


если \ есть наибольшее значение модуля количества (г — а)}(2} влоль 
круга 1, то модуль интеграла будет меньше, чем 211, и следовательно, 
<тремится к нулю, так как \ само бесконечно-мало вместе с р. Точно 
так же можно было бы убедиться, что если произведение (2— а) (г) 
стремится к нулю, когда модуль разности 2—4 неограниченно воз- 


растает, то интеграл | /(2) 4г, взятый вдоль круга С с центром в точке а, 


при неограниченном возрастании радиуса этого круга стремится к нулю. 
Эти замечания сохраняют свою силу и в том случае, когда интеграл 
‘берется не вдоль всей окружности, а`только вдоль ее части, если только 
рассматриваемое произведение стремится к нулю вдоль этой части. 


Это свойство, вообще, применяют к функциям {(2) вида ев 
где показатель № предполагается положительным, и (2) остается ко- 
нечной и отличной от нуля при приближении 2 к а или к бесконеч- 
ности. Для существования интеграла достаточно, чтобы было: в первом 
случае и < 1, а во втором и>1 (см. т. Г $ 87 и 89). 

Часто приходится искать верхнюю границу модуля определенного 

ь 


ин еграла вида [ие ах, взятого вдоль действительной оси. Нредпо- 
а 
‚ложим для определенности, что а 6. Выше мы видели ($ 276}, что 
ь 


модуль этого интеграла не более интеграла [лотах и, следовательно, 
а 


меньше, чем ЛМ ($ — а), если М есть верхняя граница модуля функ- 
ции Г(х). 
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296. Вычисление простейших определенных интегралов. Определен- 
оо 
ный интеграл } Р(х) ах, где ЕР(х) есть рациональная функция, взятый 


—со 

вдоль действительной оси, имеет конечное значение, если только зна: 
менатель не обращается в нуль ни при каком действительном значе- 
нии х, и если степень числителя по крайней мере на две единицы 
меньше степени знаменателя. Опишем из начала координат как из 
центра круг С настолько большим радиусом ^, чтобы все корни зна- 
менателя функции Ё(х) содержались внутри этого круга, и рассмотрим 
путь интегрирования, образуемый диаметром ВА, проведенным вдоль 
действительной оси, и полуокружностью С’, расположенною над дей- 
ствительною осью. Единственные особые точки функции Р(2), лежащие 
внутри этого контура, суть полюсы, происходящие от тех корней зна- 
менателя функции Р(2), у которых коэфициент при Ё положителен. 
"Следовательно, обозначая через У} А, сумму вычетов относительно этих 
полюсов, мы имеем: - 


+в 
[Ее -- ГЕ(э аг=2щУЮ,. 
При неограниченном возрастании радиуса А интеграл, взятый 


вдоль С', стремится к нулю, так как при бесконечном = произведение 
22Е(2) равно нулю, и мы в пределе получаем: 


--оо 
| Е(х)ах—=2щУР,. 
—_©< 
Нетрудно привести к предыдущим интегралам определенные инте- 
гралы 
2= 
| Е(зшх, со; х) ах, 

6 
гле Р есть рациональная функция от зтх и с0$х, не обращающаяся 
в бесконечность’ ни при каком действительном значении переменного х, 
и интеграл взят вдоль действительной оси. Заметим прежде всего, что 
мы не изменим значения этого интеграла, взяв его пределами х, и 


х, - Эп, где Хх. — любое действительное число; следовательно, можно 
взять пределами, например —п и --пт. Выполнив обычную замену 


х 
переменного о —2, мы приведем рассматриваемый‘ интеграл к’ инте- 
гралу от рациональной функции от Ь взятому между пределами — со 


. х 
и - оо, так как, при возрастании х от — тп до п, ® <) возрастает от 


— < до |<. 
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Но можно поступать еще иначе. Полагая е—=г, мы будем иметь 
42 
ах = и по формулам Эйлера получим; 
12 


22-1 .“ ж®—1 
со, ЗИ; 
гл 


21: 
при этом рассматриваемый интеграл обращается в интеграл 


ее, по а 


о ' 22 2 ° 


Что касается нового пути интегрирования, то, когда х возрастает от 
О до 2п, переменное 2 описывает в прямом направлении круг с ра- 
диусом, равным единице, и с центром в начале координат. Следо- 
вательно, достаточно вычислить вычеты стоящей под знаком интеграла 
рациональной функции от 2 относительно полюсов, модуль которых 


меньше единицы. 
2" 


х—а—й 


Возьмем, например, интеграл |= ( = имеющий конеч- 
о 


ное значение, если р не равно нулю. Мы имеем: 


ен РАСЫ 
" И (===) 


или, иначе 
х—а—&ы ‚ е* е-0 +4 
се —о )= ии 


я ть+а` 
Следовательно, после замены переменного ей — 2 мы придем к инте- 


гралу: 
| -- ети 42 


2 — ета 2 


[9 


Подинтегральная функция имеет два простых полюса 2==0, 2== 
=—е-2+4!, и соответствующие вычеты суть —1 и 2. Если 6 поло- 
жительно, то эти оба полюса лежат внугри контура интегрирования, 
и интеграл равен 217; если 6’ отрицательно, то только один полюс 
2—0 лежит внутри контура, и интеграл равен — 2п!. Следовательно, 
рассматриваемый интеграл равен -!- 21] в зависимости от того, будет ли 
5 положительно или отрицательно. Теперь мы дадим несколько менее 
простых примеров. 


297. Различные определенные интегралы. 1. Функция имеет два 


ета 
12 
. . е- ет 
полюса Ни — [с вычетами —г и —э5. Предположим для определенности, 
что т положительно, и рассмотрим контур, образуемый полуокружностью очень 
большого радиуса № с центром в начале координат, лежащею над действительною 
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осью. Внутри этого контура функция имеет только один полюс 2 = и 


ети 
Т- 22 
интеграл, взятый вдоль всего контура, равен хе“т. Но интеграл, взятый вдоль 
полуокружности, при ивотраниченном возрастании радиуса Ю стремится к нулю, 


так как модуль произведения Е ета ВДОЛЬ ЭТОЙ полуокружности стремится 


к нулю, В самом деле, заменяя 2 через РА (с0$@ -+- 2516), мы имеем: 


ей — тЮ зщ 6 -- й7Ю со$6 , 


и модуль е-тА 916 остается меньшим единицы, когда @ изменяется от 0 до т. 


Что касается модуля множителя то при ‘бесконечном 2 он равен нулю. 


1- + = 2’ 
Следовательно, в Пределе мы имеем; 


+9 р 
_етих_ 4х -=ле-т 
1+2 *— 


_—©> 


Если мы заменим е”их через с0$ тх + 29т шлх, то коэфициент при & в левой 
части предыдущего равенства, очевидно, ра- 
вен нулю, так как элементы интеграла по- у 
парно уничтожаются; так как, сверх того, 
с0$ (— 1х) == с0$ тх, то мы можем предста- 
вить предыдущую формулу в виде: 


+ ео _ 
со$ тшх т _ 
| Та ах == э е7т. (37) 
9 


ей 
2. Функция > голоморфна внутри кон- 


тура АВМВ’А'МА (черт. 58), образуемого 
двумя полуокружностями ВМВ', А'МА, описанными из начала координат как из 
центра радиусами А иг, и прямыми АВ, В’А'. Следовательно, мы имеем соот- 


ношение; 
ех ей 
| ах + [Гбе+ | 4 | таз; 
(ВМв”) (АМА) 


<го МОЖНО представить иначе в виде 
к. . 
“ел — е-х ее ` её 
Ще пах = — 
| - + { а (5 42 =0. 
; (ВМВ) (АГМА) 


При приближении г к нулю последний интеграл стремится к — =/; в самом 
деле, мы имеем: 


е:2 


+ (а 
где Р(2) есть функция, правильная в начале координат, и потому 
ей | 42 
— а2 —= —. 
[ р. (| Р(2)аг-- | = 
АМА АМА АМА 
Интеграл от правильной части Р(2) бесконечно мал вместе с длиною пути инте- 


грирования; что касается последнего интеграла, то он равен изменению Тов (2) 
вдоль А’МА, т. е. равен — ги. 
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Интеграл вдоль пути ВМВ’ стремится к нулю при неограниченном возра- 
‚стании числа А. . 

Замечание $ 295 неприменимо к этому интегралу, так как произведение 
2}(2)=ей не стремится к нулю во всех точках дуги ВМВ' при неограниченном 
возрастании радиуса Ю. Модуль этого произведения с помощью замены 2 = 
— А (с0$0-- :510) приобретает вид е-К 1 6, и, следовательно, не превосходит 
единицы. Но, интегрируя по частям, мы вправе написать: 


{ т [| +1 | ее а. 
2 Е |2 Авмв) 1 22 


в 2 
Модуль обинтегрированной фуикции ‘равняется р’ и к тому же интеграл 


правой части, согласно замечанию $ 295, при неограниченном возрастании 
стремится к нулю. Следовательно, то же самое справедливо и по отношению 
к интегралу в левой части. ‚ 

Следовательно, переходя к пределу, имеем (т.1, $ 196): 


оо = 
“ @х-—е- . 
—___ =, 
о 
или 
мые.) 
* зах т 
—— ах ——. 
х 2 
0 


3. Интеграл от целой функции г-#, взятый вдоль контура ОАВО, составляе- 
мого двумя радиусами ОЛ и ОБ, образующими угол 


у В в 45°, и дугою круга АВ (черт. 59), равен нулю; 
отсюда получаем: 
и к 
\ \е-= ах еваз= ( е— 21 42, 


АВ [97: 


0 Ах Вдоль дуги АВ произведение 2е—2', при неогра- 
ниченном возрастании радиуса, не стремится к нулю: 
во всех точках этой дуги, но модуль функции е—2* 
не превосходит езиницы. Следовательно, поступая, как. 
в предыдущем случае, мы вправе написать: 


— 2% —- 28 — 2% 
ее ае-= [№ [Пе О ба, 
2 2 д (Ав 2 2 
АВ 


АВ АВ 


и оба члена в правой части стремятся к нулю при неограниченном возрастании 
радиуса Ю окружности, содержащей дугу АВ. Следовательно, то же самое спра- 


Черт. 59. 


ведливо и по отношению к интегралу \е —2аг. 
АВ 
п ..: т 
Вдоль радиуса ОВ мы можем положить 2=р (сз 4 -- яп :), откуда 


ей —е—. 
Увеличивая неограниченно Ю, мы получим в пределе (см. т.1, $ 127); 
+ оо со УЕ 
. пс. т Е 
[ е—й* (соз д тт +) @р = | е—х3 4х == >”, 
о . 


ра 
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или, иначе: 
+29 


|. ге" (с г 151 =). 
0 


Приравнивая в обеих частях этого равенства действительные части и коэфициентье 
при 2 мы получим значения интегралов Френеля: 


оо —_ оо __ 

1 у 1 
| а (38) 
о 0 


298. Вычисление произведения Г (р) Г(1 —р). Определенный интеграл 


хР-Ттах 
\ --—_, где переменное х и показатель р действительны, имеет ко- 


1х 
о 


нечное значение, если р положительно и меньше единицы; он равен. 
произведению Г(р)Г\1 — р) *. 

Чтобы вычислить этот интеграл, рас- 
2Р-1 
1-2 
полюс в точке 2== —1 и одну точку 
разветвления г—=0. Рассмотрим контур 
абтВ!а'па (черт. 60), образованный двумя 
окружностями С и С’, описанными из 
начала координат, соответственно, радиу- 
сами Г и р, и двумя бесконечно близкими 
прямыми аб и а’, расположенными по 


обе стороны разреза, проведенного вдоль 
гР-1 

2 

этого контура, который содержит только 

одну особую точку, полюс 2 = —1; для окончательного ее определе- 

ния условимся брать за аргумент переменного 2 тот, который заклю- 

чается между 0 и 2п. Следовательно, обозначая через А вычет отно- 


смотрим функцию , имеющую один 


Ох. Функция однозначна внутри Черт. 60. 


сительно полюса 2==—1, мы имеем; 
г; «НГ: 42-Е: 42 м: 4г = 2тЮ. 
ра! 


Интегралы, взятые вдоль окружностей С и С", стремятся к нулю, 


когда г неограниченно возрастает или р неограниченно убывает, так 
р 


_2 
1-2 


как вследствие неравенств 0<р<.1 произведение стремится при 


этом к нулю. 


в последней формуле $ 128 (1+1). Формула (39), доказанная прн р дей- 
стантельном, верна и при р мнимом, если дейс:вительная часть р заключаегея между 0 и 1. 


1 
+ Заменим 2 через 
< 1+х 
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Вдоль аб переменное 2 действительно; для большей ясности обо- 
значим его через х. Так как аргумент переменного = равен нулю, то 
22-1 равно арифметическому значению хР-1. Вдоль а'6' переменное 2 
‘также действительно, но, так как его аргумент равен 2п, то мы имеем: 


22-1 — е(р— 1) пох -- 29 — ор 1) хр-1. 


Следовательно, сумма обоих интегралов, взятых вдоль аб и вдоль а'й", 
имеет пределом: 
+0 
[1 — 22-5] \ 


0 


хР-1 


тя 


Вычет А равен (— 1)Р-1, предполагая аргумент —1 равным п, т. е. 
юн равен еР-1=м, Следовательно, мы имеем: 


Цх= 


Ея 1 ет офи оФ- тр — п’ 


Но р 
| хР-1 Эте(р-1т 21 —т 


или окончательно: 


хР-1 п 

1-х х — зпрп° (39) 
299. Приложение к мероморфным функциям. Рассмотрим функции 
#(2), $(2), из которых одна /(2) — мероморфная внутри некоторого 
замкнутого контура С, а другая $(2) — голоморфная внутри того же 
контура, причем функции /(2), 1! (2, а непрерывны на контуре С. 
1! (2) 
-^—, лежащие внутри контура С. 

7(2) утр Ур 


„Очевидно, что точка а, которая не есть ни полюс, ни нуль функ- 


‘ции /(2), есть обыкновенная точка функции / (2) (2) 


1(г) * 
' (г) 


«функции 9 (2) Ка‘ Если точка а есть полюс или нуль функции (2), 
2 
‘то в области этой точки мы имеем: 
(2) == (2 —а)* $ (2), 

где д есть положительное или отрицательное целое число, равное по- 
рядку функции в этой точке ($ 292), а ф (2) — правильная функция, не 
‘равная нулю при 2—=а. Взяв логарифмические производные от пре- 
‚дыдущего соотношения, получаем: 


(в 92) 
(2) 2—а та 
“Так как, с другой стороны, в области точки а мы имеем: 
$ (2) == (в) -- (2—@ч(@-..., ие) 


то точка а есть полюс первого порядка произведения $ (2)-—--, и вы- 


(2). 


„Найдем особые точки функции $ (2) — 


а следовательно, и 
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чет равен цф (а), т.е. равен 7 ф (а), если точка а есть нуль 7-го по- 
рядка функции #(2), и равен — п ф(а), если точка а есть полюс п-го 
порядка функции /(2). Следовательно, предполагая, что функция (2) 
не имеет корней, расположенных на контуре С, мы имеем по общей 
теореме о вычетах: 


1 ! 
Бы р 4—9 — 0, (40) 


С 


гле а есть один из нулей функции /(2), лежащих внутри контура С, 
а р— один из полюсов, лежащих внутри того же контура, причем 
каждый полюс и нуль считается столько раз, каков его порядок крат- 
ности. В формуле (40) заключается бесконечное множество соотноше- 
ний, так как за $ (2) можно взять любую голоморфную функцию. 
Положим, в частности, $ (2) ==1; тогда предыдущая формула об- 


ращается в 
Шт (/@,. 
Е. 42, (41) 
С 


тде Ми Р обозначают, соответственно, число нулей и число полюсов 


функции }(2), заключающихся внутри контура С. Из этой формулы 
! 


2 
можно вывести важную теорему. В самом деле, 7 есть производная 

2 
от [.08 [{(2)]; следовательно, чтобы вычислить определенный интеграл, 
стоящий в правой части формулы (41), достаточно знать изменение 
функции 

Гр 
108 /(2) | -[ Рагв 1 (2), 
когда переменное = описывает в прямом направлении контур С. Но 
71(=2) возвращается при этом к своему начальному значению, тогда как 
аргумент функции /(2) возрастает.на 2Ап, где К есть положительное 
ин отрицательное целое число. Следовательно, мы имеем: 
2Ки 


№— Р= -ог == К, (42) 


т. е. разность М№—Р равна частному от деления на 2 изменения 
аргумента функции }(2), когда переменное 2 описывает в прямом на- 
правлении контур С. 

Отделим в /(2) действительную часть и коэфициент при й 


1(2) = -Н; 


когда точка 2==х--1у описывает в прямом направлении контур С, 
точка, координаты которой относительно прямоугольных осей того же 
направления, как и первые, суть Хи У, описывает также некоторый 
замкнутый контур С,, и достаточно построить приближенно этот кон- 
тур С,, чтобы получить число К. В самом деле, для этого нужно 
только сосчитать число оборотов, на которые повернулся в прямом 


7 3. Гурса. т. 1. ч. 1. 
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или в обратном направлении радиус-вектор, соединяющий точку (Х,У) 
с началом координат. Формулу (42) можно представить иначе в виде: 


1 у 1 Гхау— уах 
МР | 4 ( 5з | у, 
С с 


у 
так как функция хх возвращается к прежнему значению, когда 2 опи- 


(43} 


сывает замкнутый контур С, то определенный: интеграл 
хау— тах 
Хх? -- у 
С 


у 
равен / (> ‚ где число / равно указателю частного вдоль контура 


Хх 
С, т. е. равно разности между числом случаев, когда это частное обра- 
щается в бесконечность, ‚проходя от -— со к — сю, и числом случаев, 
когда оно обращается в бесконечность, проходя от — со к -|- со (т. |, 
5 76}. Следовательно, мы можем представить формулу (43} в равно- 
сильном виде: 


№ == (х). (44) 


300. Приложение к теории уравнений. Если функция (2) также 
голоморфна внутри контура С и не имеет на этом контуре ни полю- 
сов, ни нулей, то предыдущие формулы содержат только корни урав- 
нения }(2)—=0, заключающиеся внутри С. Формулы (42), (43), (44) 
определяют число А’ этих корней через изменение аргумента функции 


у 
У(2) вдоль контура С или через указатель 1(х). Если функция (2) 


есть целый многочлен относительно 2 с произвольными коэфициентами 
и контур С состоит из конечного числа дуг уникурсальных кривых, то 
этот указатель можно вычислить посредством элементарных действий, 
имеино, умножениями и делениями многочленов. В самом деле, пусть 
будет АВ дуга контура, которую можно представить формулами: 


х=4(0, у=ф(0, 


где $(#), Ф (рациональные функции параметра /, который надо 
изменять от @ до 8, чтобы точка (х, у) описала дугу АВ в прямом 
направлении. Заменяя в многочлене ] (2) переменное = черезу (8 - 2$ (4- 
мы получим: 
1 (2) = Ю (0-0, 
где А (0, А, (1) — рациональные функции от Ёс действительными коэфи- 
у 
циентами. Следовательно, указатель / ро вдоль дуги АВ равен 
указателю рациональной функции >, когда Ё изменяется от @ до 8; 


этот. указатель мы уже умеем вычислять (т. 1, $ 76). Следовательно, 
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если контур С состоит из ‘дуг уникурсальных кривых, то, чтобы иметь 
число корней уравнения }(2) =0, заключающихся внутри этого кон- 
тура, достаточно вычислить указатель для каждой дуги и взять их 
полусумму. 


Примечания. 1. Когда функция { (2) голоморфна в области О, ограничен- 
ной только одним контуром, и не обращается в нуль в этой области, то на ос- 
новании предшествующей теоремы все значения корня и. 1(2) голоморфны в той 
же области, так как аргумент аго (2) возвращается всякий раз к своему началь- 
ному значению, когда 2 описывает произвольную замкнутую кривую, располо- 
женную внутри ДО (см. $5 260). 

2. Из предыдущих результатов нетрудно вывести теорему Даламбера. Докажем 
сначала лемму, которой мы будем неоднократно пользоваться. Пусть будут Р (2), 
Ф (2) функции, голоморфиые внутри некоторого замкнутого контура С, непре- 
рывные на этом контуре и такие, что вдоль С мы имеем | Ф (2)1<12 (2); при 
этих условиях уравнения 


Ед =0 Е Ф(=0 


имеют внутри контура С одинаковое число корней. В самом деле, мы имеем 


Ф (2 
Е®--Ф=Е@) [ 1+ | 
Ф (2) 
когда точка 2 описывает контур С, точка 2=1 НР) описывает замкнутую кри- 


вую, лежащую всеми своими точками внутри круга с радиусом, равным единице, и 
с цеатром в точке 7 =1, так как вдоль С будет | 7— 1| < 1. Следовательно, когда 
2 

переменное 2х описывает контур С, аргумент множителя | -- т возвращается к 
своему начальному значению, и изменение аргумента суммы Р(2)-- Ф (2) равно 
изменению аргумента функции Л (2); таким образом, оба уравнения имеют внутри 
С одно и то же число корней. . 

Пусть будет } (2) многочлен т-й степени с произвольными коэфициентами; 
положим . 


Е( == Ат, Ф (2) = Агт-1--...-- Аш, /(а) = Е (9 + Ф(2). 


Возьмем положительное число Ю настолько большое, чтобы было: 


ии |2 и |5 А оы 
А РГ Ао Г.Р Аз т< В 


очевидно, что вдоль окружности С с радиусом, большим, чем Ю, и с центром 
в пачале координат мы будем иметь | Р | < 1. Следовательно, уравнение {(2) = 0 


имеет внутри круга С то же число корней, как и уравнение Р (2) = 0, т. е. т. 

301. Формула Иенсена. Пусть будет } (2) функция, мероморфная внутри круга С 
с радиусом ги с центром в начале координат и голоморфная и не имеющая 
нулей на окружности С. Пусть будут аи, @,..., аи нули и В, В, ..., бт по- 
люсы функции }(2), находящиеся внутри этого круга, причем каждый из них 
считается столько раз, каков его порядок кратности; мы предположим, сверх того, 
что начало координат не есть ни полюс, ни нуль функции { (2). Вычислим опре- 
деленный интеграл 


= повел", (5) 
[94 


взятый в прямом направлении вдоль С; для этого будем перемещать перемен- 
ное 2, например, от точки 2 =, лежащей на действительной оси, взяв для аргу- 


7* 
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мента функции {(2) некоторое начальное значение. Интегрируя по частям, будем 
иметь: 


#(2) 


где первый член правой части обозначает приращение произведения Г.08(2)Г.ов [$ (2)}, 
когда переменное 2 описывает окружность С. Если начальное значение аргу- 
мента переменного 2 равно нулю, то это приращение равно: 


(ори-+ 20) {108 [СО + 2=1 (п — т)} — 108 "гов [ {(#] = 
== 21 [ов [$ (К 29 (п — т) юг —4(п— т) =?. 


Чтобы вычислить определенный интеграл формулы (46), рассмотрим замкиу- 
тый контур Г, образуемый окружностью С, окружностью с, описанною из начала 
координат бесконечно малым радиусом р, и двумя бесконечно близкими краями а6, 
а'Ъ' разреза, проведенного вдоль действительной оси от точки 2==р до точки 
2==7 (черт. 60). Мы предположим для определенности, что функция #(2) не 
имеет на этой части действительной оси ни полюса, ни нуля; в противном случае 
мы проведем разрез, образующий бесконечно малый угол с действительною 
осью. Функция 106 (2) голоморфна внутри контура Г, и по общей формуле (40) 
мы имеем соотношение: 


[1 57.) 42 -- (од Е) 42 -- [ов (2) х @) аг-- 


1—= {ов (2) оз [1 (2)] | <” [о (2) 7 (46) 
[94 


1(2) (2) 1 (2) 
ав с р'о' 
+ | 108 8 42 = = ов (нь). 


Интеграл, взятый вдоль круга с, стремится к нулю вместе с 2, так как произ- 
ведение 2 [.0р (2) бесконечно мало вместе с р. С другой стороны, если аргумент 
переменного 2 равен нулю вдоль а8, то он равен 2х вдоль а’'ё’, и сумма двух 
соответствующих интегралов имеет пределом: 


7 
—} 2 Г) 42 = — 2 Тов [ } (КЛ - 2= ов [ $ (01. 
Па й 
0 
Следовательно, остается | 
у Г) до: (налив _; 10) 
| Гов (2) (2) Ч == 2 ой ть") - 2= 0 7. 
с 
и формула (46) принимает вил: 
1-2 (п — туюя ›-- 25 ор [1 (0) — 2+ 102 ее) —4%1—те. 
...бт 


Чтобы вычислить интеграл влоль круга С, можно положить 2==® и из- 
2_, , 
менять ф от 0 до 2х. Отсюда имеем 5 =14; пусть будет }(2) = ЮеФЕ, где Ю 


и Ф - непрерывные функции от $ влоль С. Приравнивая между собою коэфы- 
циенты при Ё в предылущей формуле, мы получим формулу Иенсена (Лепзеп)*: 


2= 
1% 
5: | 108 Каз = юЕ 11 (0) [102 
Г] 
в которую входят только обыкновенные неперовы логарифмы. 


165.. 


нат Ав. Вт 
4142... @ 


, (47) 


= Аса Матетанса,. т. ХХИ, стр. 359. 
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Если функция } (2) голоморфна внутри С, то произведение 5,65...6, оче- 
видно, должно заменить единицею, и формула (47) обращается в 
2: 


| юра) |--10в | . (48) 


..@ 


0 


Это соотношение интересно тем, что в него входят только модули корней функ- 
ции }(2), заключающихся внутри круга С, и модуль функцин }(2) вдоль этой 
окружности и в центре ее. 


302. Формула Лагранжа... Формулу Лагранжа, которую мы вывели 
методом Лапласа (т. Г 5 186), можно также весьма легко вывести из 
общих теорем Коши. Способ, который мы здесь изложим, принадлежит 
Эрмиту. 

Пусть будет /(2) функция, голоморфная внутри некоторой области 2, 
содержащей точку а. Уравнение 

Е (2) =2—а—а}(2) =0, (49) 


где а — переменный параметр, имеет при а==0 корень 2=—а. Пред- 
положим, что а5=0. Пусть будет С круг с центром в точке а и с ра- 
диусом г, расположенный в области О и такой, что вдоль этого круга 
1а7(2)|< |2 — а!; по доказанной выше (5 300) лемме уравнение Р (2) = 0 
будет иметь внутри контура С то же число корней, как и уравнение 
#—а=0, т. е. один корень; обозначим этот корень через &. 

Пусть будет Н(2) функция, голоморфная в круге С. Функция 
П (2) 


имеет внутри круга С только один полюс, точку #=ъ% и со- 


Е (2) 

, . 19. . 
ответствующий вычет есть РО, следовательно, по общей теореме мы 
имеем: Ц (9 _ 1 П И (2) 2 — 1 П (2) а= 

ЕО 2 . Е(2) 21 } 2 —а—а/(2)° 
с [Я 


Чтобы получить разложение по степеням @ интеграла, стоящего в пра- 
вой части, мы поступим так же, как при выводе формулы Тейлора; мы 
будем иметь: 


1 1 а. 


=—а—а/(г) 2—4 (2— а} 


[а7(2)|" 1 а/ (2) |"*1 
ы Теа + | | ы 


2—а—а}(2) 2—а 


Внося это значение в интеграл, получим: 


И 
ина 


1 ГИ (2) 42 и — 1 [АН (2) а2 
И 


где 


ыы 


91] 2—а (2 — @)й+1 


1 И (2 21 (2) т 
ааа 92. 
- С 
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Пусть будет т наибольшее значение модуля произведения @/(2) 
вдоль окружности С; по предположению т менынше, чем г. Если М 
есть наиболышее значение модуля функции Ш(2}) вдоль С, то мы 


имеем: 
пт 2 а: М 


о Ы 


отсюда видно, что при неограниченном возрастании и остаточный 
член Ю стремится к нулю. Далее, из выражений коэфициентов 
... из формул (14) ($ 284) получаем: 


4 [о И) 


"и! аа” 


п+1 
БЛ, 1 


= (а)...., 1 


и мы приходим к следующему разложению в ряд: 
И (5) _ п {И (а) [/(@ 50) 
2 Оно и Иа ( 


Эту формулу можно также представить в несколько ином виде. 
Положим П(2)=Ф (2) [1 —а] (2)|, где Ф (2) — функция, голоморфная 
в той же области. Тогда левая часть формулы (50) не будет содержать 
а и обратится вФ (=). Что касается правой части, то заметим, что она 
содержит два члена степени и относительно а, сумма которых равна: 


ы п а" — 
т т) [7@)" } {и — Е — 1)! аа"? {Фа У [Я (а)]" 1 }' (а) } = 
т Фо "Фа а а) —п Фа = 
=т т {Ф\(а) Ла)", 


и мы получаем формулу Лагранжа в ее обычном виле [т. Г, $ 166, 
формула (52)]: 


ФОН... име. 
ъ7 — 1 Г. В. Чал- т 
Мы предположили, что вдоль окружности С мы имеем |аХ(г)|<,, 


что булет иметь место, если |&| достаточно мало. Чтобы ве наи- 
большее значение |&|, ограничимся случаем, когда /(2) есть многочлен 
или целая функция. Пусть будет 9%(7) наибольшее значение модуля 
11(2)] влоль окружности С, описанной из точки а как из центра ра- 
диусом, равным г; предыдущее доказательство применимо к этому кругу, 
если только |@|3%(7) <г. Таким образом мы пришли к разысканию 


наибольшего значения отношения когда г изменяется от 0 ло 


РИ ^` 
-- оо. Это отношение равно нулю при г=0, так как, если бы 9% (г) 
стремилось к нулю вместе с г. то точка 2==а была бы нулем функции 
71 (2), и Е(2) делилась бы на 2—а. То же отношение равно нулю и 
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при г==ео, так как в противном случае /(2) было бы многочленом 
г 
первой степени ($ 287). Отсюда следует, что 516) проходит через наи- 


большее значение № при некотором значении г, радиуса г. Из преды- 
пущего рассуждения следует, что уравнение (49) имеет один и только 
один корень с модулем, меньшим г, если |@|<; следовательно, 
разложения (50) и (51) имеют место, если |а| не превосходит №, и 
‘функции П (2) и Ф(2) голоморфны в круге С; с радиусом Г;. 

8—1 


ПРИМЕР. Пусть будет {(2)== = ; Уравнение (49) имеет корень 


„12а 


а 


стремящийся к а, когда а стремится к нулю. Возьмем П(2)==1. Формула (50) 


обращается в 
+09 о 


О а а" (а—1 — п 
ИУ 2ата _ +У п! ап | 2" =1+У, <" Х» (9), (52) 


п=1 П=Т 


где Х„— полином Лежандра и-го порядка (т. Г, $ 180\. Чтобы найти гравины 
в которых применима формула (52), предположим, что а действительно и больше 
единицы. Очевидно, что на окружности © радиусом г мы имеем 9 (7) = 


а” —1 
_@ +. 1 ‚ и мы приходим к разысканию наибольшего значения отношения 
2 
2" . 
а ‚ когда г возрастает от 0 до -- со. Этот максимум имеет. место при 
Е. рии 
у—= Иа— 1 и равен а-—Иа?—1. Точно так же, если @ содержится между —1 
1—4 
и + Ь то при помощи простых вычислений мы найдем, что % (7) =———-. 
2И1— а 
21 — 2 Рон 
Максимум отношения яга имеет место при г== УТ — 22 и равен единице. 


Нетрудно проверить эти результаты. В самом деле, корень У1— 249 -[ 92, 
рассматриваемый как функция от а, имеет две критических точки а == У а*— 1. 
Если а > 1, то ближайшая к иачалу координат критическая точка есть а — и 2—1. 
Если а содержится между —Т и -|1, то обе критические точки а=у1 — а? 
имеют модуль, равный единице. 

В литографированном курсе Эрмита (4-е издание, стр. 185) дано подробное 
нсследование этим методом уравнения Кеплера 2 — а = $1 2. Задача приводится 
к вычислению того корня трансцендентного уравнения еГ(’— 1) =е-г(7- 1), 
который содержится между | и 2. Стильтьес получил следующие значения: 


п = 1.19967 86402 57734, в — 0,66274 34193 492. 


303. Исследование функции при бесконечно большнх  значеннях 
переменного. Чтобы исследовать функцию /(2) при значениях перемен- 


ного, модуль которых неограниченно возрастает, можно положить 2— 


ро 

2 
устранить это промежуточное преобразование. Предположим сначала, 
что можно найти такое положительное число А, чтобы всякое конечное 
значение переменного 2 с модулем, большим Ю, было обыкновенною точ- 


1 
и исследовать функцию х( ) вблизи начала координат. Но нетрудно 
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кою функции (2). Если из начала координат мы опишем круг С ра- 
диусом, равным А, то функция 71(2) будет правильною во всякой 
точке 2, лежащей на конечном расстоянии вне круга С. Мы будем ва- 
зывать областью бесконечно удаленной точки область плоскости, рас- 
положенную вне круга С. 

Рассмотрим вместе с кругом С концентрический круг С’ с радиусом 
Ю'`> Ю. Так как функция }(2} голоморфна в круговом кольце, заклю- 
чающемся между Си С’, то, по теореме Лорана, она равна сумме ряда. 
расположенного по положительным и отрицательным целым степеням 
переменного 2: 


7 (=) = У А_ =”. (53) 


т=- 


Коэфициенты А_„ этого ряда не зависят от радиуса А', и, так как 
этот радиус можно взять сколь угодно большим, то отсюда следует, 
что формула {53) применима во всей области бесконечно удаленной 
точки, т. е. во всей области, расположенной вне С. Здесь надо разли- 
чать несколько случаев: 

1. Если разложение функцин }(2) содержит только отрицательные 
степени: 


Ре) =А-А, ТА, Е.А яч... (54) 


то при неограниченном возрастании модуля |2| функция /(2) стремится 
к Аз; в этом случае функция (2) называется правильною в бесконечно 
‘удаленной точке, или, иначе, бесконечно удаленная точка есть обык- 
новенная точка функции }(2). Если коэфициенты А,‚, А:,..., А, 
равны нулю, но А„ нулю не равно, то бесконечно удаленная точка 
называется нулем т-го порядка функции }(2). 

2. Если разложение функции }(2) содержит конечное число поло- 
жительных степеней переменного 2: 


1 1 < 
Л(2) = Вие" Виа”... В+ АА, А, 5 ...> (55) 


где В„ не равно нулю, то бесконечно удаленная точка называется 
полюсом т-го порядка функции }(г), а многочлен В„г”--...- В}2 
главною частью для этого полюса; модуль |7(2)| неограниченно возра- 
стает вместе с |2|, как бы переменное 2 ни перемещалось. 

8. Наконец, если разложение функции }(2) содержит бесконечное 
множество положительных степеней переменного 2, то бесконечно уда- 
ленная точка называется существенно особою точкою функции (2). 
Ряд, образованный положительными степенями переменного 2, представ- 
ляет целую функцию О (2), которая называется главною частью в обла- 
сти бесконечно удаленной точки. В частности, мы видим, что нелая 
функция имеет бесконечно удаленную точку существенно особою 
точкою. 

Нредыдущие определения были как бы предуказаны теми определе- 
НИЯМИ, которые были приняты для точки, находящейся на конечном 
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1 
-расстоянии. В самом деле, полагая 2==-т» Мы превратим функцию /(2)- 


1 
в функцию $(2') =/(>) от 2', и нетрудно видеть, что мы лишь пе- 


ренесли на бесконечно удаленную точку определения, принятые для 
точки 2'==0 относительно функции $(г’). Рассуждая по аналогии, 
казалось бы естественным назвать вычетом коэфициент А_, при 2 
в разложении (53), но это было бы неверно. Чтобы сохранить харак- 
теристическое свойство вычета, мы будем называть вычетом относи- 


1 
тельно бесконечно удаленной точки коэфициент при с обратным 


знаком, т. е. — А}. Это число попрежнему равно 


1 
21 о 42, 


причем интеграл взят в прямом направлении влоль контура области 
бесконечно удаленной точки. Но, так как областью бесконечно удален- 
ной точки является часть плоскости вне С, то здесь соответствующее 
прямое направление противоположно обычному направлению. В самом 
деле, этот интеграл приводится к интегралу: 


1 4.42 А, 
а (1, 
| = о =), 
с 


и, когда 2 описывает окружность С в надлежащем направлении, аргу- 

мент переменного 2 уменьшается на 2п, и интеграл равен —А.. 
Важно заметить, что функция может быть правильною в бесконечно 

удаленной точке, хотя вычет ее не равен нулю, например функция 


1 
1+. 


Если бесконечно удаленная точка есть полюс или нуль функции /(2г), 
то в области этой точки функцию можно представить в виде: 


1(2)==2# (2), 


где и есть положительное или отрицательное целое число, равное по- 
рядку функции, взятому с обратным знаком, и функция ф (2) правильная 
в бесконечно удаленной точке и не равная нулю при 2 = со. Отсюда 
получаем: 


п во зо. 
(г) 2‘ (2) 


функция также правильная в бесконечно удаленной точке, но ее 


+ (2) 
$ (2) 


1. р 1 
разложение начинается с члена —„ или с высшей степени >. Сле- 
2 


; 


106 ГЛАВА ХУ. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ПО КОШИ $ 303—304 


Л (2) 
1(2) 


в бесконечно удаленной точке. Мы имеем здесь такое же предложение, 
как для полюса или нуля, лежащих на конечном расстоянии. 

Пусть будет (2) однозначная функция, имеющая конечное число 
особых точек. Пользуясь только что принятыми определениями для бес- 
конечно удаленной точки, можно выразить весьма просто следующую 
теорему: 

сумма вычетов функции }(2) во всей плоскости, включая и беско- 
нечно удаленную точку, равна нулю. 

Доказательство этой теоремы очень просто. Опишем из начала ко- 
ординат круг С, содержащий все особые точки функции }(2) кроме 


довательно, вычет функции равен — 5, т.е. порядку функции / (2) 


бесконечно удаленной точки. Интеграл | уе» взятый вдоль этого 


круга в обычном направлении, равен произведению 2п{ на сумму выче- 
тов относительно всех особых точек функции /{(2), лежащих на конеч- 
ном расстоянии. С другой стороны, тот же интеграл, взятый вдоль 
того же круга в обратном направлении, равен произведению 2п{ на вы- 
чет относительно бесконечно удаленной точки. Так как сумма обоих 
интегралов равна нулю, то равна нулю и сумма вычетов. 

Коши назвал Полным вычетом функции }(2) сумму вычетов этой 
функции для всех особых точек, лежащих на конечном расстоянии. 
Если особых точек конечное число, то мы видим, что полный вычет 
равен вычету относительно бесконечно удаленной точки, взятому 
< обратным знаком. 


ПрлРимМЕР. Пусть будет 
Р (2) 


1 (”) — ы 
УС (2) 
гле Р (2) и О (2) — многочислены, из которых степень первого равна р, а сте- 


пень второго — четному числу 29. Вне круга С с радиусом К, большим модулей 
корней многочлена О (2), функция }(2) однозначна, и мы имеем: 


"1 (=) =2Р - 9% (2), 


где функция о (2) — правильная в бесконечно удаленной точке н не равная нулю 
при 2 == оо. Бесконечно удаленная точка есть полюс функции } (2), если р>а, 
и обыкновенная точка, если р= 9. Вычет, наверное, равен нулю, если р < 9 — 1. 
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304. Полярные периоды. Изучение криволинейных интегралов показало 
нам существование при некоторых условиях периодов у этих интегра- 
лов. Так как всякий интеграл от функции /(2} комплексного перемен- 
ного 2 есть сумма криволинейных интегралов, то ясно, что этот интеграл 
также может иметь некоторые периоды. Рассмотрим сначала аналитиче- 
скую функцию 1(2}, имеющую внутри замкнутой кривой С только ко- 
нечное число изолированных особых точек — полюсов или существенно 
особых точек. Этот случай вполне аналогичен тому, который мы изучали 
относительно криволинейных интегралов (т. Г, $ 145), и прежние рас- 
суждения применимы здесь без изменений. Все пути, расположенные 
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внутри контура С, которые можно провести между точками 2%, 7 этой 
области, и не проходящие ни через одну из особых точек функции (2), 
приводятся к иекоторому определенному пути, соединяющему эти обе 
точки, и к нескольким петлям, описанным из точки 2, вокруг особых 
точек а, а.,..., а, функции /(2}. Пусть будут А, А,,..., А„ соответ- 


ствующие вычеты функции /(2); интеграл \/(2) 42, взятый вдоль петли, 


окружающей точку а., равен -|- 214; то же будет и для других пе- 
2 


тель. Следовательно, различные значения интеграла |1) 42 содержатся 
& о 


|: формуле: 


[ве пан та. -...--т,А,) (56) 


где Р одно из значений. этого интеграла, соответствующее неко- 
торому определенному пути, а т, т„,...-—- произвольные положитель- 
ные или отрицательные целые числа; периоды интеграла равны 


2, 214,,..., 2ЩА,. 


В большинстве случаев точки а1, а,,..., а, суть полюсы, и периоды 
происходят от бесконечно малых обходов вокруг этих полюсов; поэтому 
эти периоды называются обыкновенно полярными периодами, чтобы 
отличить их от периодов другого рода, о которых мы будем говорить 
далыше. 

Вместо области плоскости, лежащей внутри замкнутой кривой, можно 
рассматривать часть плоскости, простирающуюся в бесконечность; тогда 
функция } (2) может иметь бесконечное множество полюсов, и интеграл — 
бесконечное множество периодов. 

Если вычет относительно особой точки а функции /!(2) равен нулю, 
то соответствующий период равен нулю, и для интеграла точка а есть 
также полюс или существенно особая точка. Но, если этот вычет не ра- 
вен нулю, то точка а есть критическая логарифмическая точка инте- 
грала. Например, если точка а есть полюс т-го порядка функции 1(2)» 
то в области этой точки мы имеем: 


| Вт Ви В 
Ре" рт .--... СР Ао 4 (#—@-..., 
и следовательно, 
лови... Вова) + 
+ А — а) + А, 2 ..., 


о 
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где С — постоянное, зависящее от начального значения 2, и от пути, 
проходимого переменным. 

Применяя эти общие рассуждения к рациональным функциям, мы 
сделаем очевидными некоторые уже известные результаты. Так, чтобы 
интеграл от рациональной функции также был функциею рациональною, 
необходимо, чтобы этот интеграл не имел периодов, т. е. чтобы все 
вычеты были равны нулю. Это условие вместе с тем и достаточно. 


Определенный интеграл 
8 


а: 
&—а&а4 
20 
имеет единственную критическую точку 2— а, и соответствующий пе- 


риод равен 277. Следовательно, именно в интегральном исчислении мы 
найдем истинное происхождение множественности значений логарифма 


а 
Гор (2 — а), как мы это уже подробно выяснили пая [#2 ($ 282). Рас- 


1 
смотрим еще определенный интеграл 


4: 
Е(2) = т ‚ 
тя 
о 
он имеет две логарифмические критические точки | ЁР и — 1 но 


только один период, равный п. Если ограничиться действительными 
значениями переменного, то различные значения агс 1 х представляются 
как различные функции переменного х. Напротив, мы видим, как, исхоля 
из идей Коши, мы приходим к взгляду на эти значения как на различ- 
ные ветви одной и той же аналитической функции. 


Примечавие. Если определенный интеграл имеет более трех периодов, 
то его значение в любой точке 2 может быть вполне неопределенным. Напомним 
сначала следующий результат из теории непрерывных дробей *. Если дано ирра- 
циональное действительное число а, то всегда можно найти два таких положи- 
тельных или отрицательных целых числа р и д, чтобы было | р -- да | > в, где е—лю- 
бое положительное число. 

Выбрав числа ри 9 таким образом, составим последовательность кратных 
числа р + да. Всякое действительное число А равно олному из этих кратных или 
заключается между двумя последовательными кратными. Следовательно, всегда 
можно найти два таких целых числа т и и, чтобы было | т-- па— А |< в Рас- 
смотрим теперь функцию ` 


] | 


1 В д 
1) = 5 (аа, 


где а, 8, с — различные полюсы, а а, 8 — иррациональные действительные числа. 
Е 


Интеграл \ 1 (2) 42 имеет четыре периода: 1, о, & 8. Пусть будут Г (2) — значение 
№ 
нитеграла, взятого вдоль некоторого частного пути, идущего от 20 к 2, и 


* Несколько ниже дано прямое доказательство этого предложения {$ 317). 
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М -- №; — произвольное комплексное число. Всегда можво найти четыре таких 
целых числа т, п, иг, п’, чтобы модуль разности 


Г(2) + т - па +- т’ п — (М+М 
был меньше любого положительного числа е. Для этого достаточно, чтобы было: 
Е = 
|т + ла —А| «у, [Ш +8 —В] <, 
где М+М; — (2) =А-- В. Следовательно, всегда можно переместить перемен- 
ное по такому пути, соединяющему две заданные точки 24 и 2, чтобы значение 


интеграла \ 1 (2) 42, взятого вдоль этого пути, сколь угодно мало отличалось 


от всякого заданного числа. Мы видим еще раз, пасколько важное значение для 
конечного значения аналитической функции имеет путь, проходимый переменным. 


“42 
305. Изучение ннтеграла я Интегральное исчисление дает 
и 1 
$ 


— 2? 


точно так же самое простое объяснение множественности значений 
функции агсзш; в самом деле, эти значения происходят от различных 
значений определенного интеграла 


ге=| 


0 


42 


у ый 


в зависимости от пути, описываемого переменным. Предположим для 
определенности, что мы выходим из начала координат с начальным 
значением —-1 для корня. Обозначим через / значение этого интеграла, 
взятого вдоль определенного (или прямого) пути, например вдоль пря- 
мой, если точка 2 не лежит на действительной оси вне отрезка, заклю- 
чающегося между —1 и --1; если же 2 действительно и 201, 
то за прямой путь мы возьмем путь, расположенный под действительною 
осью. Так как точки = Ти 2=—1] суть едннственные Критические 
точки корня |1 — 22, то всякий путь, идущий от начала координат 
в точку 2, можно заменить последо- 
вательностью петель, описанных во 
круг обеих критических точек 1 
и —1, и прямого пути. Следова- 
тельно, мы приходим к изучению зна- 
чения интеграла вдоль петли. Рас- 
смотрим, например, петлю Оатао, 
описанную вокруг точки 2 ==-|- 1; эта петля состоит из отрезка Оа, иду- 
щего из начала координат в точку | —е, окружности ата с радиусом, 
равным 2, и с центром в точке 2=—1 и отрезка @О (черт. 61). 
Следовательно, интеграл, взятый вдоль петли, равен сумме интегралов: 


1—е 


о 
42 42 42 
1—е 


0 ата 
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Интеграл, взятый вдоль малой окружности, стремится к нулю вместе св, 

2—1 
ИТ 
роны, когда 2 описывает эту малую окружность, корень меняет знак, 
и в интеграле вдоль отрезка аО должно взять для корня УТ — х? 
отрицательное значение. Следовательно, интеграл вдоль петли равен 
пределу интеграла 


так как произведение также стремится к нулю. С другой сто- 


1—е 


› м, 
У! — ^? 
о 

когда = стремится к нулю, т. е. равен п. Заметим, что значение этого 
интеграла не зависит от направления, в котором описывается петля, 
но мы возвращаемся в исходную точку с значением —1 для корня. 

Если бы мы описали ту же петлю вокруг точки 2 =--1 при на- 
чальном значении для корня, равном —1, то значение интеграла вдоль 
петли было бы равно — п, и мы вернулись бы в исходную точку с зна- 
чением +1 для корня. Точно так же мы увидим, что, описав петлю 


вокруг критической точки 2 = —1, мы получим для интеграла значе- 
ния —п или п в зависимости от того, выйдем ли мы из точки 
#:-=0 с начальным значением -- 1 или -—1 для корня. 


Если переменное & описывает последовательно две петли, то мы 
вернемся в начало координат с начальным значением -|-1 для корня, 
и значение интеграла вдоль обеих этих петель будет равно -- 21, 0 
или —2п в зависимости от порядка, в котором описаны обе эти петли. 
Следовательно, четное число петель дает для интеграла значение 2тп 
и приводит корень к его начальному значению --1. Напротив, нечет- 
ное число петель дает для интеграла значение (2т -—- 1)п, и. конечное 
значение корня в начале координат будет равно —-1. Отсюда следует, 
что значение интеграла Ё (2) содержится в одном из двух видов: 


Эти тт 


в зависимости от того, можно ли заменить путь, описываемый перемен- 
ным, прямым путем с четным или нечетным числом петель. 
306. Периоды ультраэллиптических интегралов. Точно так же можно 
изучить различные значения определенного интеграла 
Р(2) = ее, (58) 
ЛУ (2) 
п 


где Р (2) и А (2) — целые многочлены, из которых второй, А (2), сте- 
пени я, обращается в нуль при и различных значениях переменного’ 2: 


Ю (2) =А(2—е,) (2—е.)...(2—е,). 
Предположим, что точка” 2, отлична от точек е,е,,...,е»; тогда 
уравнение 1? = А (24) имеет два различных корня и, .и — №. Пусть 


будет 1 начальное значевие корня | А (2). Если переменное 2 опи- 
сывает какой-нибудь путь, не проходящий ни через одну из критиче- 
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ских точек е., 6,...,е,, то значение корня ИВ (=) в каждой точке 
этого пути определяется его непрерывным изменением. Проведем в пло- 
скости из каждой точки е,е,,...,е, бесконечные разрезы так, чтобы 
эти разрезы не пересекались между собою. Интеграл, взятый от 25 
до какой-нибудь точки 2 вдоль пути, не пересекающего ни одного 
из разрезов (или прямого пути), имеет вполне определенное значение / (2) 
в каждой точке 2 плоскости. Остается рассмотреть, как влияет на зна- 
чение интеграла петля, описываемая, 
исходя из точкн 2,, вокруг какой- 
нибудь критической точки е,. Пусть 
будет 2Е, значение интеграла, взя- 
того вдоль замкнутого контура, вы- 
ходящего из точки 2 и окружаю- 
щего только одну критическую точку 
е;, причем начальное значение корня 
равно и. Это значение 2Ё, инте- 
грала не зависит от направления, в 
котором описывается этот контур, 
а зависит только от начального зна- 
чения корня в точке 2,. В самом 
деле, обозначим через 2Е; значение — 
интеграла, взятого вдоль того же Черт. 62. 

контура в обратном направлении, 

причем иачальное значение корня попрежнему равно #,. Если перемен- 
ное д опишет рассматриваемый контур дважды в противоположных 
направлениях, то очевидно, что сумма получающихся интегралов будет 
равна нулю. Но интеграл вдоль первого контура равен 2Ё,„, и мы воз- 
вращаемся в точку 2, с значением — и, для корня. Следовательно, инте- 
грал, взятый вдоль этого контура в обратном направлении, равен — 2Е,, 
и потому Е; =Е,. Рассматриваемый замкнутый контур можно привести 
к петле, образуемой прямой 2,@, окружностью с, с бесконечно малым 
радиусом и с центром в точке е, и прямою @2, (черт. 62). Интеграл. 
взятый вдоль с, бесконечно мал, так как произведение 


стремится к нулю вместе с модулем |2—е,|. Что касается интегралов: 
вдоль 2,4 и вдоль @2,, то их элементы складываются, и мы получим: 


Е 


Р (2) а2. 
Бу о; 
! Ува 


где интеграл взят вдоль прямой линии, и начальное значение корня 
равно щ. 

Интеграл, взятый вдоль любого пути, приводящегося к двум петлям, 
описываемым вокруг точек е,, е;, равен 2Е,— 2Е» так как после пер- 
вой петли мы приходим в точку 25 с значением — &, для корня, и инте. 


йо 
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грал вдоль второй петли равен — 26$. После второй петли мы возвра- 
шаемся в точку 2 с прежним начальным значением и. Если путь, 
совершаемый переменным, приводится к четному числу петель, описы- 
ваемых последовательно вокруг точек еее, е,,...,е,, в; (указателн 
а. 3,..., И, ^ взяты из чисел 1,2,..., п), и к прямому пути, идущему 
от точки 2, в точку 2, то, на основании предыдуего, значение инте- 
грала, взятого вдоль этого всего пути, равно: 


ЕР(2)==1-2(Е.—ЕВ)-Н2(Е,— Е) -- ... 2 (8,—Е,). 
Напротив, если путь, проходимый ‘переменным, можно привести к не- 
четному числу петель, описываемых последовательно вокруг критиче- 
ских точек е,, е,..., ее, е„, то значение интеграла равно 


Е(2)=2(Е, —Ез)--... --2(8,— 6) + 2Е, — 1. 


Следовательно, рассматриваемый интеграл имеет периодами все выра- 
жения 2(Е,—Е,); но все эти периоды выражаются через (п — 1), из них: 


«.=2 (Е, —Е,), в, -=2(Е,—Е,), .... 6, 1==2(Е,_:—В,); 
зв самом деле, мы имеем: 
2(Е,—В)=2(Е,—Е,)—2(Е,— В) ==, 9,. 


Так как, с другой стороны, 2Е,=®,--2Е,„, то мы видим, что все 
значения определенного интеграла Е(2 в точке г содержатся в двух 
формулах: 

Ба = тю... ть, 

В(а = 26, — Ито... т, 19,-, 
где т, т.,..., т,_т— произвольные целые числа. 

По поводу этого результата можно сделать несколько важных заме- 
чаннй. Почти очевидно, что периоды не должны зависеть от начальной 
точки 2; в этом нетрудно убедиться. Рассмотрим, например, период 
25, —2Е,; этот период равен значению интеграла, взятого вдоль замк- 
нутого контура Г, проходящего через точку 2, и содержащего только 
две критическнх точки е, е,. Если, например, мы предположим, что 
внутри треугольника с вершинами в точках 2%, е,, е, нет никакой дру- 
гой критической точки, то этот замкнутый контур можно привести 
к контуру 56'пс’стб (черт. 62); уменыпая неограниченно радиусы обеих 
малых окружностей, мы видим, что период равен удвоенному интегралу: 


взятому вдоль прямой, соелиняющей две критнческих точки е„ е,. 
Может случиться, что п— 1 периодов &., ®.,...,®,_: не будут 
независимыми. Это имеет место всякий раз, когда степень многочлена Ю (г) 
п : 
четная, если только степень многочлена Р(2) меньше, нем 5—1. 
Опишем из точки 2 окружность С настолько большим радиусом, 
чтобы эта окружность содержала все критические точки, и предноложим 
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для простоты, что мы перенумеровали эти критические точки от 1 до п 
в том порядке, в каком их встречает бесконечная полупрямая, вращаю- 
щаяся вокруг точки 2, в прямом направлении. Интеграл 

Р(2, 42 

у 

УК.2) 
взятый вдоль замкнутого контура 2.АМАг2, образуемого радиусом 254, 
окружностью С и радиусом Ал, проходимым в обратном направлении, 
равен нулю. В самом деле, интегралы, взятые вдоль 2.А и Аг, взаимно 
уничтожаются, так как окружность С содержит четное число критиче- 
ских точек, и, описав эту окружность, мы вернемся в точку А с тем же 
значением для корня. С другой стороны, интеграл, взятый вдоль С, 
при неограниченном возрастании радиуса стремится к нулю, так как, 
на основании предположений, сделанных относительно степени много- 


2Р(2г) 
УЕ (2) 


интеграл не зависит от радиуса, то отсюда следует, что он равен нулю. 

Но рассматриваемый контур 2, АМА2, можно привести к последова- 
тельности петель, описываемых вокруг критических точек е\, е.,...,е 
в порядке их указателей. Следовательно, мы имеем соотношение: 


2Е, —2Е, +26, —28,--...-+2Е,.—2Е,„=0, 
или иначе: 


члена Р(2), произведение стремится к нулю; так как этот 


и 


9—9 — &,--... 0, =0. 
Мы видим, что п—1 периодов интеграла приводятся к п—2 
периодам ®., ®.,..., ®,_. 


Рассмотрим еще интеграл более общего вида: 


о овуяв __Р(2) 42 `_ 

9 УЕ’ 

тде Р, ©, Ю — многочлены, из которых последний, Ю (2), имеет только простые 
корни. Из корней многочлена @ (2) некоторые могут входить в число корней 
многочлена А (2); пусть будут и, а.,..., а; корни, не принадлежащие к корням 
многочлена А (2). Как и выше, интеграл Р(2) имеет периоды 2(Е‚— Б,), где 2Е; 
попрежнему обозначает интеграл, взятый вдоль замкиутого контура, выходящего 
из ТОЧКИ 2% и оставляющего снаружи все корни обоих многочленов () (2) и КА (2) 
кроме корня е;. Но этот интеграл имеет, кроме того, несколько полярных перио- 
дов, происходящих от петель, описываемых вокруг полюсов а;, яз, ..., а;. Полное 


число периодов и В этом случае уменьшается на единицу, если степень й много- 
члена А (2) четная, ‘и если 


п 
р<а-+ 5 — 1, 
тле ри 4— степени многочленов Ри 0. 
ПРИМЕР. Пусть будет Ю (2) многочлен четвертой степенн, имеющий крат- 


ный корень. Найдем число периодов интеграла: 
2 


2 
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Если Ю (2) имеет двойной корень е; и два простых корня ез, ез, то интеграл 


. 42 
Е (2) = 
@ == е) Ул) (@—е) 


имеет период 2Е5 — 2Ёз и, сверх того, полярный период, происходящий от петли 
вокруг полюса е;; на основании только что сделаиного замечания оба эти периода 
между собою равны. Если А (2) имеет два двойных корня, то легко видеть, что 
интеграл имеет только один полярный период. 

Если А (2) имеет тройной корень, то интеграл 


З 
у а 


(2—е,) УАе—е)(2— в) 


Е(2)= 


20 


имеет период 2, — 2Ез, но, на основании общего замечания, этот период равен 
нулю. То же самое будет, если Ю(2) имеет четверной корень. В итоге, если 
Е (2) имеет один или два двойных корня, то интеграл имеет один пе- 
риод: если Ю(2) имеет тройной или четверной корень, то интеграл. 
не имеет периодов. 

Все эти результаты легко проверить непосредственно интегрированием. 


307. Периоды эллиптического интеграла первого рода. Эллиптический 
интеграл первего рода 


где А (2) есть многочлен третьей или четвертой степени, первый с своею» 
производною, имеет согласно предыдущей общей теории два периода. 
Мы докажем, что отношение этих двух периодов мнимое. 

Не нарушая общности, можно предположить, что многочлен А (г) — 
третьей степени. В самом деле, пусть будет А. (2) многочлен четвертой 


1 
степени; если а есть корень этого многочлена, то, полагая 2=а-+ —, 
У 


получим (т. 1, $8 100): 


| 42 | ау 

—о —, 
Ув (а ЗУКО) 
где А (у) — многочлен третьей степени, и очевидно, что оба интеграла 
имеют одинаковые периоды. Если А (2) есть многочлен третьей степени, 
то всегда можно предположить, что он имеет корни 0 и 1, так как 
достаточно сделать линейную подстановку 2==а -+-Зу, чтобы притти 
к этому случаю. Итак, все сводится к доказательству, что интеграл 


а2 


и, 59) 
и2@—2)(а—2) ©) 


= | 


где @ отлично от нуля и единицы, имеет два периода, отношение ко- 
торых мнимое. - 
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Если а— число действительное, то предложение очевидно; например, 
если @`>1, то интеграл имеет два периода: 


1 а 


р. о о | 42 
Уа—2@-д’ 3Уга-д@-9’ 


из которых первый — действительный, тогда как второй равен произве- 
дению { на действительное число. Ни один из этих периодов не может 
быть равен нулю. 


Предположим теперь, что а — мнимое число, положим, например, что 


коэфициент при Ё в а положителен. Можно попрежнему взять за один 
из периодов 


1 
9. —= 2 ЛИНИИ . 
И2(1 — 2) (@— 2) 
0 
Применим к этому интегралу формулу Вейерштрасса ($ 278). Еслн 2 


У2(1— 2) 


описывает некоторую кри- 


изменяется от 0 до 1, то множитель остается положи- 


тельным, и точка с аффиксом 


Иа—г 
вую Ё, 0 виде которой нетрудно составить себе представление. Пусть 
будет А точка с аффиксом а; если 2 изме- 
няется от 0 до 1, то точка а — 2 описывает 
отрезок АВ, параллельный оси Ох, длина 
которого равна единице (черт. 63).. Пусть 
будут Ор и 04 биссектрисы. углов, обра- 
зуемых прямыми ОА и ОВ с осью Ох; Ор’ 
и 04' — прямые, симметричные прямым Ор 
и 04 относительно оси Ох. Если мы возь- 


мем то значение корня У@—2, аргумеит 


п 
которого заключается между Ои -5 › то точка 


с аффиксом Ув — 2 опишет дугу а8, идущую 
от точки аиа Ор к точке В на Од; следо- 


вательно, точка У опишет дугу а'8', идущую от точки а’ на Ор! 
а—2 


к точке 8! на Од’. Принимая во внимание формулу Вейерштрасса, 
В этом случае имеем: 


гле 2, — аффикс некоторой точки, лежащей внутри всякого выпуклого 
контура, окружающего дугу а'В’. Ясно, что точка , расположена 
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в углу РОд’ и не может находиться в начале координат; следовательно, 


п 
ее аргумент заключается между —5н 0. 


За второй период можно взять 
а 


42 42 
о =—9 =—— - = —,у 
" еее уе 
ОА 0 


или, полагая 2 — ар, 


4 
ИУНг-Ва-а. 


1 

д 
°,—? 
0 


Чтобы применить к этому интегралу формулу Вейерштрасса, заме- 
тим, что, когда # возрастает от 0 до 1, точка аё описывает отрезок ОА, 
а точка с аффиксом | — 2Ё описывает равный и параллельный отрезок, 
идущий от точки 2==1 к точке С (черт. 63). Выбирая надлежащим 
образом значение корня, мы, подобно предыдущему, получнм: 

1 


0, —22, | 


0 


а! 
—=—— — 2п2.. 
УН!— в 


где 7.5 есть мнимое количество, отличное от нуля, аргумент которЭго 


п 
заключается между 0 и 5. Следовательно, отношение периодов о, 
1 


2. 
или —“, -—-мнимое. 


1 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Разложить по степеням х фуикции 
Ух Ия" + («Уж 


тде т — произвольное число. 


Найти радиус круга сходимости. 
1 . 
2. Найти различные разложения нкции ———Щ_ ПО ‘положительным 
р р Фи (те) 


или отрицательным степеням переменного 2 в зависимости от положения точки 2 
на плоскости. 
р 2-1 
3. Вычислить определенный интеграл } 22 108 7—1 
ности с радиусом, равным 2, и с центром в начале координат, причем начальное 
значение логарифма в точке 2=2 действительно. Вычислить определенный 
интеграл 


) 4, взятый вдоль окруж- 


а: 
УЕ 


взятый вдоль того же контура. 


УПРАЖНЕНИЯ 1 


4. Пусть будет }(2) функция, голоморфная внутри некоторого замкнутого 
контура С, окружающего начало координат. Вычислить определенный нитеграл 


\’ (2) То& 2а2, взятый вдоль кривой С, начиная от точки 2. 
(С) 
5. Доказать. формулу 


@ 1.3 5...1-1)_ 


д 
? 


+ ® 
г 
| 1 В)"+: — 2.4.6...2п 

— < 

вывести из нее определенные интегралы 

+ со + со 

_ а | Г. 

(Е— 2 - ич: (АВ -- 2ВЕ-+ Сич 1 ^ 
— со . —с 


6. Вычислить, пользуясь ‘теорией вычетов, следующие определенные инте- 
гралы: 


+29 
} У их ах т и а действительны 
х (х? -- 42)?’ д , 
+ го 
с05 ах в 
-ах, а действительно, 
1 х* . 
— с 
+ со 


ах 
(2 — 2х — № — жи+1’ 


а и В действительны, 
со5хах 
+4’ 
со 


1 

о 

у 4%? (1—х) , х1ор хах 
а аж’, 

о 

со 


5 Ях, аи 6 действительны и положительны. 
5 


| 0$ ах — с05 ёх 
0 
(Чтобы вычислить последний интеграл, можно проинтегрировать функцию 
6:2 — ей: 


\ 
— вдоль контура, представленного на черт. 58. } 


4$ 
А+С-—(А—С)с05$ 


7. Если определенный интеграл | имеет конечное 


0 
т . 
значение, то он равен = —^-—, где =—21 и выбрано таким ’образом, чтобы 
2ИАС 
&УАС 


коэфициент при в был положителен. 


А 
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8. Пусть будут Е(2) и С (2) голоморфные функцни, и 2—а двойной корень 
уравнения С(2)=0, не обращающий в иуль функции Р{2); соответствующий 


62’ <" —9Е в 
вычет функции ое равен ее. 
Если а есть простой корень уравиения С (2) =0, то вычет функцин О 
авен © (9) 6 (@ — Е (а) @" (а) 
ы [С”@)в 
9. Вывести формулу 


1 


мт 
|с_вуеа Иа’ 
—1 


если интеграл взят вдоль действительной оси с положительным значением кория; 
а есть комплексное или действительное число, модуль которого больше единицы. 


Указать точное значение, которое должно взять для и 1-—- а2. 


а2 ( а: 
. ИГ’ . ИГЕЗ 
(5) (5) 
контуры, образованные следующим образом. Контур $ состоит из прямой ОА, 
расположенной вдоль ОХ, длина которой неограниченно возрастает, из окружно- 
сти с центром в точке О и с радиусом ОЛ и, наконец, из прямой АО. Контур $ 


состоит из трех петель, окружающих точки а, 2, с, аффиксы которых суть корни 
уравнения 23 -- 1—0. Вывести соотношение между интегралами: 


19. Рассмотрим интегралы ‚ где $ и 5$: обозначают 


+ оо | 
( 42 | Г 
Иж’ тЩв, 
0 у 0 у 
исходя из сравнения предыдущих интегралов. 
11. Вывести соотношение 


— оо 
| е-х1с05 2х 4х —= И: е—#, 
— со 
интегрируя функцию е-= вдоль контура прямоугольника, образуемого прямыми 
у=0 у=ь, х=--Ю х=-—Ю, и неограниченно увеличивая число А. 


12. Вычислить интеграл от функции г-22й-1, где п действительно и положи- 
тельно, взятый вдоль замкнутого контура, образуемого радиусом ОД, расположен- 
ным вдоль ОХ, дугою окружности АВ с центром в точке О и таким радиусом ВО, 


т 
чтобы угол а —= АОВ заключался между 0 и -=-. Неограниченно увеличивая ОД, 


2 
вывестн из полученного результата определенные интегралы: 
-- со + < 
| ип-1е-ай с0$ фи ци, [ ип-1е-ай зп ри 4и, 


гдеа и $ — действительные положительные числа. Доказать, что полученные 


формулы имеют место и при =. если п< 1. 
13. Пусть будут т, т’, п — целые положительные числа (т < п, т < п). 
Вывести формулу: 
+ оо 
вт — "г (Эт--1 Эт’ +1 у 
\ м а — 5; [ча (== =) — с (7 х)|. 
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14. Вывести из предыдущей формулы формулу Эйлера: 


Вт т 
18" ^^ ит о \” 
+ 2пзш (75=— =) 
5 п 

15. Если действительная часть числа а положительна и меньше единицы, то 


+ оо 
| еахах т 
1-+ех  зшал’ 


“ 


[25 формулу можно вывести из формулы (39) ($ 298), или можно интегри- 


а, 
ровать функцию га вдоль контура прямоугольннка, образуемого прямыми 
Уу=0, у=2, х=-Ю, х= —^, и неограниченно увеличивать Число к: 
16. Вывести формулу | 
+ со 
ах — 
|° ы @2== т (с ат — (в 6т), 
1— ех 
— с 


где действительные части чисел а и 5 положительны и меньше единицы. 
[Взять интеграл вдоль контура прямоугольника у==0, у=т х=- ВЮ, 


х==— А и воспользоваться предыдущнм упражнением. | 
17. Из формулы 
1-2) 7 — 9 ии ИО, 
. ПЕ. 1.2. 
(С) 


глепи А — целые положительные числа, и С — окружность с центром в начале 
координат, вывести формулы 


"(и -2).. гея, 


| (2 с0$ ии +1с0$ (и — К) иан == 
6 


1-2... 
1 
хтах а 1.3.5... (21 —1) 
Им ° 246... ° 
—о 
[Следует положить 2==е", потом со5й==х и заменить п через пт ви 
через п.] 
18*. Определенный интеграл 


4$ 
Ф = 
©) | -дерунетеяя 


п 


когда он имеет конечное значение, равен + = ——————_, в зависимостн от 
у! — 2х + 

относительного положения точек а и х. Вывести отсюда выражение полинома 
Лежандра п-го порядка, данное Якоби: 


ЖА |+ И —1соз за. 
г 
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19. Исследовать таким же образом определенный интеграл 


® 


| тру 
$ х—а+ У — 1с03$ 


и вывести из результата формулу Лапласа: 


= 
п к: («- етих 
$ 


где = — +1, в зависимости от того, будет ли действительная часть переменного х 
положительна или отрицательна. 


20*. Вывести последнюю формулу, интегрируя функцию 
1 
ап+1 и! — ха -{ 22 


вдоль окружности с центром в начале координат и неограниченно увеличивая 


радиус этой окружности. 
21153 


21*. Суммы Гаусса. Пусть будет Т.— ет (пи $ — целые числа); обо- 
значим через $, сумму Гу Г... -- Ти. Вывести формулу 


5 —_@+ а +8) уз, 


РАТЕЫ 

ет 
Применить теорему о вычетах к функции $ (2) — | ‚ взяв интеграл 
вдоль контура прямоугольника, образуемого прямыми х-—=0, х=и, у=-р К, 
у = — А, присоединив к нему две полуокружности, описанные из точек х==0, 


х — раднусами, равными =, чтобы избежать полюсов 2—0, 2— п функции $ (2); 


затем неограниченно увеличивать число Ю. 


22. Пусть будет {(2) функция, голоморфная внутри замкнутого контура Г, 
содержащего точки а, 5, с,..., [ если а, В,...,^— целые положительные числа, 
то сумма вычетов функции 


1(=) (= 8 (=) 
= —2\2—а ВИ "Е 
относительно полюсов а, 2, с,...,{ есть многочлен Р (х) степени а В--...-А—1, 
удовлетворяющий соотношениям: 


Е(а) = (а), Е'(а)-= Г (а), ..., Ва- (а) = }а-5(а), 
Е (о =Л®, РГ, ..., 9-9 =-90) 


ооо ое оо 


Ш решении этой задачи можно исходить из соотношения: 


ро ло9+ 35 | ва | 
(Г) 


23*. Пусть будет {(2) функция, голоморфная внутри круга С с центром 
в точке а. С другой стороны, пусть будет а, аз, ..., @и, ... неограниченная по- 
слеловательность точек, лежащих внутри этого круга, причем при неограниченном 
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возрастании числа п точка а, имеет пределом точку а. Для всякой точки 2, 
лежащей внутри кругз С, справедливо разложение: 


< Е (а») 
#(2—= (а) +... На—а)(2— а)... 2 — аи) —-..., 
Е 
и (ан) 
где 
ВР, (2)=(2-— а!) (2— аз)... (2— а). 


[Лоран, Лоигпа ае Майётайщциез, 5-я серия, т. УШ, стр. 325.] [При до- 
казательстве можно исходить из следующей формулы, которую легко проверить 


1 х—а, (х— а)... (фа 
и ета. аа ар) 
1 (-—а)...(— а, 
Тая)... (а), 


-- 


и поступать так же, как при выводе формулы Тейлора.] 

24. Пусть будет 2. —=а {+ корень п-го порядка уравнения {{х) = Х + 
7-0, причем функция }(2) вблизи этого корня голоморфна. Доказать, что. 
точка х=а, у=ё есть кратная точка порядка и кривых Х =0, У=0; каса- 
тельные в этой точке к каждой из этих кривых образуют равноугольный пучок, 
и лучи одного пучка суть биссектрисы углов, образуемых лучами другого. 

25. Пусть будет {(2)== Х- {= Арт - А\2т-1--,,.-- Ам многочлен т-й 
степени с произвольными коэфициентами. Доказать, что все асимптоты кривых 


А . 
Х =0, У—0 проходят через точку с аффиксом — А и расположены так, как 


о 
нрямые в предыдущем упражнении. 

26*. Даны две функции }(х), Р(х) переменного х; формула Лагранжа дает 
разложение одной из них по стеленям другой. Чтобы точнее формулировать 
задачу, рассмотрим простой корень а уравнения Р(х)=0 и предположим, что. 
обе функции }(х) и Р(х) голоморфны в области точки а. В этой области мы 
имеем: 


ха 
$(%) ' 


причем ‘функция $ (х) — правильная при х = а, если а есть простой корень урав- 
нения Р(х)= 0. Если мы заменим К(х) через у, то предыдущее соотношение 
можно представить в виде: 


Е (х) = 


х—@а— уз (х)=0, 


и мы приходим к вычислению разложения функции }(х) по степеням перемен- 
ного у. 

Полученная формула часто ошибочно приписывается Бёрману (Вигтапп). 
(См. №1е15ел, ВиЦейп @ез Заепсез татетаНдиез, 2-я серия, т. 48, 1924, 
стр. 141.) 


27*. Уравнение Кеплера. Уравнение 2 — а —езт2=0, где а и 
е — положительные числа, а < я, е<\1, имеет один действительный корень, за- 
ключающийся между 0 и т, и два комплексных корня, действительная часть 
которых заключается между ше и (т 1)", где т — положительное четное 
или отрицательное нечетное число; но нет ни одного корня, действительная 
часть которого заключалась бы между тя и (т-- 1} п, если т есть положитель- 
ное нечетное или отрицательное четное число [Брио (В1101) и Буке, ТНбоне дез 
опсНопз еШрНадиез, 2-е издание, стр. 199]. 

[Рассмотреть кривую, описываемую точкою и=2-—а—езш2, когда пере- 
менное г описывает четыре стороны прямоугольника, образуемого прямыми х —= т-, 
х = (т-- 1), у=- ЮР, у=- Ю, где Р весьма велико]. 
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28*. При очень больших значениях числа т оба корня уравнения предыду- 
щего упражнения, действительная часть которых заключается между 2тл и 
(2т - 1)*, приблизительно равны 


те Е [о (5) +- 08 (2и= + 5). 


Гурье (@оцНег), Аплаез 4е РЕсойе Могпиие, 2-я серия, т. УП, стр. 73.] 


29*. Обобщение формулы Лагранжа. Пусть }(2), $(2) — функции 
голоморфные в окрестности некоторой точки а, С- круг с центром в точке 
а радиуса г такой, что вдоль окружности этого круга имеем: 


ав < и. 
Ра=г-а-а Каф =0 


допускает внутри круга С один и только одии корень &. Всякая голоморфная 
функция этого корня П(5) разлагается по степеням а и В, исходя из формулы 


„1 1 | П (2) 42 
2' (0) 25.) га—а$(2)—9(2)’ 
которая дает на основании тех же рассуждений, как в $ 302: 


(2) —_ ат вл ат-+п т р 
О-о ® У ии ааткя {Па Г@рз@), 


Уравнение 


тле предполагается, что индексы суммирования т и п не обращаются в нуль 
одновременно. Полагая 


П(2)=Ф(2) 1—1 (2) —8+ (2) 
имеем также: 
дтп ат+т-1 , 
Ф()—=Ф(а) + мт аатхяга {Фа (а в (а) }, 
предполагая попрежнему, что хотя бы одно из чисел ши и отлично от нуля. 
30*. Нахождение голоморфной функции по ее действи- 
тельной части. Пусть 


о =щ+мх... ам... 


— функция, голоморфная внутри круга радиуса Ю с центром в начале координат. 
Мы будем также писать, отделяя ее действительную часть и коэфициент мнимой 
части: 


#(%)=Р-+Ю. 


Вдоль окружности круга С,, концентрического с первым и имеющего радиус 
г < Ю, Ри О — непрерывные и периодические функции аргумента 6, и все коэфи- 
циенты а, а, ..., а,, ... выражаются с помощью интегралов, где присутствует 
только действительная часть Р,(8) функции /(х) вдоль окружности С,. Действи- 
тельно, на основании классических формул ($ 286), имеем: 
2: 


с 


кт о; | [Ру е-1 8 
0 
< другой стороны, в случае п >> 0 имеем: 
2: 


\ [2 (8) + 20, (6) ] ей 48 =0, 


р 


УПРАЖНЕНИЯ 123 


так как этот интеграл совпадает с точностью до постоянного множителя с инте- 
гралом \ (2) 21-142. 
ё 
Предшествующее соотношение можно записать с заменой { на —й 
2х 
\ [2, (0) — 20,6) е-"8 46 =0, 
о 


и следовательно, в случае я >> 0: 


падг” = — р , (6) 2-78 40. (1) 
0 


Это соотношение неприменимо в случае и =0. Полагая 


9 = Рь- 4, 
имеем: 
2: 2: 


2=Р, = \ Р, (648, 2=0,= \ 0,8) 48. 2) 
5 0 


Эти формулы применимы также в предположении, что г -= Ю, в случае если 
функция /(х) непрерывна вдоль окружности круга радиуса Ю. 
Пусть х = ре® (р < г) — аффикс точки, внутренней к кругу С,. Имеем: 


оо 


2 (х) = =(Рь + №0) + = У, априет, 


п=1 


что, на основании формулы (1) и (2), можно записать: 


Е 1. (=) "ет а-® |, 


п=1 


ввиду того, что ряд, под знаком интеграла — равномерно сходящийся. Сумма 
этого ряда равна 


— е(®—8) 


<> 


е 2—х’ 


1— — 212—868) 
г 


где 2==7е есть точка окружности круга С„. Следовательно, окончательно: 
2: 


лк) = =, (2, (Е 
Г. 


40. (3) 


Итак, голоморфная функция {(х) вполне определена внутри круга С,, 
если известно значение ее действительной части на контуре этого круга 
и значение коэфициента при Е в начале координат. 

В частности, значение действительной части Р определяется в каждой точке, 
знутренней к кругу С,, с помощью значений, принимаемых ею вдоль контура 
круга С, (принцип Дирихле). 
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Исходя из формулы (3), можно легко получить верхнюю границу модуля функ- 


№ #+х| _ 
ции / (х) во внутренней точке х. Когда 2 описывает окружность С,, Ри ос- 
1х! . - 
тается меньшим, чем и =* Следовательно, имеем в каждой внутреннен 
точке круга С,: р 
1 
«+ а [12.646 (4) 
0 


Пусть А (г) — максимум величины |Р, (9)| вдоль окружности С,‚. Очевидно, 
что 


2: 
\ |2, (6) 148 < 2=А(%), 
6 


и следовательно, также 
ГАСх) | < 1 [+ А (99. (5) 


Можно найти другую границу модуля | } (х) |. Пусть % (7) — не отрицательное 
число, равное максимуму Р,(8) вдоль окружности круга С,„, в случае, если дей- 
ствительная часть положительна вдоль С,„, и равное нулю в случае, если в каж- 
дой точке окружности С, имеем Р,(8)==0. Имеем на основании соотношений (2): 


2= 2= 
Т. 1 
ры [прмбжа [ ПРЕ Ри 
0 0 


В каждой точке, где Р= 0, имеем Р-+-|Р|—=0, а в точке контура С,, где 
Р >0, величина Р-+ |Р'! не превосходит 2% (7). Следовательно; 


2 . 
"Ра [ГР «29, 
Г 


и поэтому 


2 [1240 =29 0) 


причем равенство может иметь место лишь в случае, если 3% (7) =0, т. е. в слу- 
чае, если Р не принимает положительных значений вдоль контура С,. Следова- 
тельно, формула (4) приводит к новому неравенству: 


11) |< | Ч 1- [2 9((9) — Рь] 9. (6) 


Ясно, что эти неравенства остаются в силе, если в них заменить 4 (и) и %[ (г) 
какими-либо большими числами. Так, в последнем можно заменить У (г) каким-либо 
положительным числом, превосходящим максимум функции Р вдоль контура С,. 

31*. Рекуррентные ряды. Пусть 


Ф(х) = ш-+шх--... + иихт +... а) 


— степенной ряд, в котором коэфициенты #4, 1,..., Ин, ++. Образуют рекуррент- 
ную последовательность, где и -- 1 соседних членов Ир, Ира, +.) Иизр СВЯЗаны 
друг с другом линейным соотношением с постоянными коэфициентами 


Ир Е ира + ..- аи, =0 (а,520, р=0,1,2,...), (2) 


позволяющим определить шаг за шагом все коэфициенты ряда (1), если известны и 
первых из них и, и, ..., И„_а, Которые могут быть выбраны произвольно. Со. 
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отношение (2} выражает, что коэфициент при хй+Р (р =0) в произведении ряда 
ф(х) на многочлен степени п 


Х(%) = 1 аьх + аа -- ... анк” (3) 
равен нулю. Следовательно, это произведение ф (х) {(х) является многочленом $ (х) 
степени не выше и—1. Обратно, если разложить в степенной ряд отношение 


$ (х) 


УС’ где $(х) — многочлен с произвольными коэфициентами степени ниже п, то 


получается степенной ряд, в котором и --1 последовательных коэфициентов 
удовлетворяют соотношению (2). 


Исходя из этого замечания, легко вывести общее выражение коэфициента И 


рекуррентного ряда. Пусть а, В,...,^ означают и корней уравнения $} (>) —=0. 


$ (х) 


Если эти корни различны, то рациональная дробь 7) равна сумме простых 
дробей 


$) _ А В 1 
а) так ТТ Тр, 


и коэфициент при х" разложения в ряд есть 


ит = Аат -- Вт... Дт. (4) 
1 
Если а есть корень уравнения (>) = 0 кратности и, то следует заменить 
\ 


многочленом степени г — 1 относительно коэфициенты которого 


1 — ах 1 — ах” 
могут быть выбраны произвольно, а коэфициент при хт” в разложении имеет 
вид атР, (т), причем Р,‚_, (т) — многочлен степени х—1 с, произвольными 
коэфициентами. 

Если соотношение (2) применимо лишь в случае р=9>0, то 4 первых 
членов ряда $(х) образуют многочлен Р(х) с произвольными коэфициентамн, 
и $ (=)—Р (<) 

ряд — 


а входит в состав только что изученного класса рядов. 


ГЛАВА ХУ. 
ОДНОЗНАЧНЫЕ ФУНКЦИИ. 


Первая часть этой главы посвящена доказательству общих теорем 
Вейерштрасса* и Миттаг-Леффлера (М\ар-ГеШег) о целых функциях 
и об однозначных функциях, имеющих бесконечное множество особых 
точек. В ‘последующем эти теоремы применены к эллиптическим функ- 
циям. Невозможно изложить эту теорию сколько-нибудь полно на не- 
большом числе страниц; поэтому мы ограничились лишь указанием 
в общих чертах самого существенного, с тем, чтобы читатель мог соста- 
вить представление о важном значении этих функций. Для тех, которые 
пожелали бы глубже изучить эллиптические функции или научиться их 
применять, общий курс анализа недостаточен; они необходимо должны 
будут обратиться к специальным курсам. 


1. ПЕРВИЧНЫЕ МНОЖИТЕЛИ ВЕЙЕРШТРАССА. ТЕОРЕМА 
МИТТАГ-ЛЕФФЛЕРА. 


308. Выражение целой функции через: произведенне первичных мно- 
жителей. Всякий миогочлен 1-й степени равен произведению постоян- 
ного и т множителей вида х— а, равных или неравных между собою; 
из этого разложения видны корни этого миогочлена. Эйлер первый по- 
лучил для $ш2 аиалогичиое разложение в бесконечное произведение, но 
множители этого произведения, как мы ниже увидим, — второй степени 
относительно 2. Коши нашел, что в некоторых случаях приходится 
присоединить к каждому из биномиальных множителей вида х-—-а` 
соответствеиный показательный множитель. Но Вейерштрасс первый 
изучил вопрос во всей общности, показав, что всякую нелую функцию. 
имеющую бесконечное множество корней, можио выразить через про- 
изведение бесконечного множества множителей, каждый из которых 
обрашается в нуль только при одном значении перемеиного. 

_Нам-уже известиа целая функция, ие обращающаяся в нуль ии при 
каком значении переменного 2, имеино: е?; тем же свойством обладает 
функция 28 (2), где &(2) — многочлен или пелая функция. Обратно, вся- 
кая целая функция, не обращающаяся в нуль ни при каком значении 
переменного г, имеет предыдущий вид. В самом деле, если целая функ- 
ция С(2) не обращается в нуль ни при каком значении перемениого 2, 


* Теоремы Вейерштрасса, изложенные ниже, были опубликованы в его мемузре „биг Твеопе 
ег етаенИяеп ана!уйзсвеп ЕипкНопен“ (Абпап@шитдеп 4ег Ака4ете зи Вейт, 1876). Пикар дал 
перевод этого мемуара. просмотренный н дополненный Вейерштрассом, в Алпаес 4е ГЕсе М№г- 
тще зиреёЛеите, 2-я серия, т. УШ, стр. 111-150 (1870). Исследования 'Миттаг-Леффлера собрань 
в мемуаре в Аа Машетанса, т. 1У. 
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С'(г 
то всякая точка 2=—а есть обыкновенная точка частного Е кото- 
2 
рое, следовательно, есть также некоторая целая функция 2 (2): 
С 62); 
С (2) 1? 


интегрируя обе части между пределами 265 и 2, получим: 


8 


С (2) 
[о |428) — 2 
. [|] ы 
где 2(2) — также целая функция от 2, и мы имеем: 
@ (г) = а (2,) е 8 (2) — 8 (2) е & (2) — 2 (20) -- 10519 (2) 


Полученный результат — искомого вида. 

Если целая функция С (г). имеет только п корней а, а., ..., а, 
различных или совпадающих, то очевидно, что функция @(2} имеет 
вид: 

@ (г) = (2—а,)(2— а.) ... (2—а„)е®. 

Рассмотрим теперь случай, когда уравнение С (2) =0 имеет беско- 
нечное множество корней. Так как корней с модулем, меньшим или 
равным любому числу Ю, может быть только конечное число ($5 292), 
то, если мы расположим эти корни в таком порядке, чтобы их модули 
никогда не убывали, каждый из корней займет определенное место: 
в получившейся последовательности: 


а1, 4%, -.-, @и, @и.т,ь +. -› (1) 


где |а„|=|а„.:| и где |а„| неограниченяо возрастает вместе с ука- 
зателем п. Мы предположим, что каждый из этих корией входит в: 
последовательность (1) столько раз, каков его порядок кратности, и 
что в нее не входит корень 2—0, если @(0)==0. Покажем сначала,’ 
как можно составить целую функцию @,(2), имеющую корнями все’ 
члены последовательности (1) и не имеющую других корней. 


2 
Произведение (1 —^) где @, (2} обозначает многочлен, есть. 
п 


целая функция, обращающаяся в нуль только при 2=а„. Мы возьмем 
за ©, (2) многочлен у-й степени, который определим следующим обра- 
зом. Мы можем представить предыдущее произведение в виде: 


„5 о (1 -#). 


2 
если мы заменим под (1 —2) его разложением в целый ряд, то раз- 
а 


п 
ложение показателя начнется с члена (у-|- 1)-й степени, если мы примем: 


22 2” 
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Число у еще не определено. Нокажем, что всегда можно выбрать это 
число У в функции от п таким образом, чтобы бесконечное произве- 


‚дение 
оо 


П (. -2) е (2) (2) 


п=1 п 


было абсолютно и равномерно сходящимся во всяком круге С с ра- 
диусом А и с центром в начале координат, как бы ни было велико РЮ. 
Зададим число Ю; пусть будет & положительное число, меньшее еди- 
ницы. Выделим в произведении (2) множители, соответствующие тем 


Юю 
корням а,„, модуль которых не превосходит числа”. Если есть 9 


‘корней, удовлетворяющих этому условию, то очевидно, что произведе- 
ние 9 множителей 
4 


А (= [] (1 — 2.) е® (2) 


а 
пП=1 п 


представляет целую функцию от 2. Рассмотрим произведение множи- 
телей, начиная с (9--1)-го: 
+0. 
2 2 
Е. (=) = П 1-2)“ . 
п=9-+1 
Если 2 остается внутри круга с радиусом, равным А, то |2|= А, 
и так как при п>9 мы имеем |а„|>--, то отсюда следует, что 
а 


121 <а|а,|. Из того, как выбран многочлен ©,(г), следует, что каж- 
дый множитель этого произведения можно представить в виде: 


1 У--1 1 +2 __ 
(| 2) ео НЕ) -7=5(2) ... 
“и 


‘Обозначая этот множитель через 1--и,„, имеем: 


п? 


У-1 [2 
Нан 


п 


Задача приводится к доказательству того, что при соответственном вы- 
боре числа у ряд с общим членом И,==|и„|— равномерно сходящийся 
в круге с радиусом А (т. Ь 5 167). Вообще, если т есть какое-нибудь 
действительное или мнимое число, то 


[е®— 1] <е| т! — 1; 


следовательно, & 1о1Ноп: 
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или, замечая, что при |2|<Ю мы имеем |2|<а|а,|: 


о 
|. 


1 
1 
И, «е’+ 


74 
Е 


Но если Х есть действительное положительное число, то е* — |] мень- 
ше, чем хе"; поэтому, тем более: 


Ут1 1 ОЕ 
е 1" 1 

т —@ тУ-1 

Чтобы ряд с общим членом И, был равномерно сходящимся в круге 

с радиусом, равным А, достаточно, чтобы был равномерно сходящимся 


У+1 
. Если есть такое целое число р, 


+1 1 1 ы 


2 
а, 


1 
"< ут 


“т 


ряд, общий член которого есть 


чтобы ряд У. 


Если нет целого числа р, обладающего этим свойством*, то достаточно 


|.) 
— равно- 


п 


был сходящимся, то достаточно взять у=р— 1. 


1 
а 


взять у—и-—|. В самом деле, ряд с общим членом 


п 
мерно сходящийся в круге с радиусом, равным Ю, так как его`члены 


К |" 
а 


меньше, чем члены ряда У ‚ и корень п-й степени из общего чле- 
п 


на этого ряда, равный 5 › при неограниченном возрастании п стре- 


п 
мится к нулю **. 


Следовательно, всегда можно выбрать такое целое число у, чтобы 
бесконечное произведение было абсолютно и равномерно сходящимся 
в круге с радиусом, равным Ю; это произведение можно заменить сум- 
мою равномерно сходящегося ряда (т. 1, $ 167), все члены которого 
суть голоморфные функции. Следовательно, это произведение Л, (2) 
само есть функция, голоморфная в том же круге (5 290). Умножая К, (=) 
на произведение Р; (2), содержащее только конечное число голоморф- 
ных множителей, мы получим бесконечное произведение :. 


+ со 
в«в=П(1-—2)®°, (3) 


п=1 


* Пусть будет, например, ав=1о8 и (п >> 2). Рад с общим членом (108 п)—Р — расходящийся, 
каково бы ни было положительное число р, так как сумма его (п — 1) первых члеиов больше, чем 
п—1 
поте 

** Борель заметил, что достаточно взять за у такое число, чтобы »--1 было больше, чем 
р |105 п 
105 п. В самом деле, ряд У | = | — сходящийся, так как общий член можно представить 


‚ а это выражение иеограниченно возрастает вместе с и. 


. в в . . 
в виде е ЮЕп 108 а. | = п 108 |: Начиная с достаточно большого значения числа п, количе- 
т т 
а . 1 
ство 1 будет больше, чем е*, и общий член — меньше, чем я. 


9 5. гурва, т, И, я. 1. 
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которое, очевидно, само абсолютно и равномерно сходящееся в круге С 
с радиусом, равным А, и представляет в этом круге голоморфную Функ- 
цию. Так как радиус Ю может быть взят произвольно, и число у не 
зависит от этого радиуса, то это произведение есть целая функция 
С. (2), имеющая корнями различные члены последовательности (1), и 
притом только их. 

Если, сверх того, целая функция С (2) имеет нулем порядка р точ- 

С (2) 

2Р Ц; (г) 
во всей плоскости ни полюса, ни нуля. Следовательно, это есть целая 
функция вида е8(), где #2(2) — многочлен или целая функция, и мы 
имеем для функции С (г) выражение вида: 


ку 2==0, — частное есть аналитическая функция, не имеющая 


со 
(2) == Е) эр П (1 =} 25. (4) 
п=1 п 


Целую функцию 2(2г), в свою очередь, можно заменить бесконечным 
множеством способов суммою равномерно сходящегося ряда много- 


членов: 
& (2) ==, (2) 8, (2) +... + 8,(2)-..., 


ин предыдущую формулу можио еще представить в виде: 


+ © 
Ц (2) =2Р П (1 —2) очко, 


п=! п 


множители этого произведения, каждый из которых обращается в нуль 
только при одном значении переменного 2, называются первичными 
множителями. 

Так как произведение (4) — абсолютно сходящееся, то первичные 
множители можно располагать в любом порядке или по произволу 
соединять их между собою. В этом произведении, когда установлен 
закон выражения числа у в функции от п, многочлены ©, (2) зависят 
только от соответствующих корней; но показательные множители е“} 
не могут быть определены, если известны только корни функции С (2). 
Рассмотрим, например, функцию зштп2, имеющую простыми корнями 
все целые положительные или отрицательные числа. В этом случае ряд 


1 2 
у: 


— сходящийся; следовательно, можно взять у==1, и функция 
п 


а(а=2 [1 (1 —=).*. 


где знак (') справа от П показывает, что указатель л не может иметь. 
значения нуль*, имеет те же корни, как и $тпг. Следовательно, 
тг == её?) ( (2), но из предыдущего рассуждения мы не можем опреде- 
лить множитель её“). Ниже мы докажем, что этот множитель равен п. 


* В случае если в какой-либо формуле это исключение должно быть принято во внимание, 
мы напоминаем о нем. сопровождая знаком ' знак произведения или суммы, 
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309. Род целой функцин. Нусть будет дана какая-нибудь бесконеч- 
ная последовательность &, @, ..., @,, ..., где |а,„| неограни- 
ченно возрастает вместе с и. Мы только что видели, как можно со- 
ставить бесконечное множество целых функций, имеющих нулями все 
члены этой последовательности и не имеющих других нулей. Если су- 
ществует такое целое число р, что ряд У\[@а„|-Р— сходящийся, то 


все многочлены 0), (2) можно взять (р — 1)-Й степени. Пусть будет дана 
целая функция вида: 


+ с р 21 ( 
С (2) == 2еР 2) П (1—2)е> 2 


п 


=) } Неа(Е) ." , 
пПЕ1 


где Р(2) есть многочлен не выше (р—1)-й степени; число р— 1 на- 


2 
зывается родом этой функции. Так, функцня П (: =) — нулевого 


П=1 


т па 
рода; приведенная выше функция — первого рода. Изучению ро- 


да целых функций за последнее время посвящено большое число ра- 
бот*. 

310. Однозначные функции с конечным числом особых точек. Если 
однозначная функция Р(2) имеет на всей плоскости только конечное 
число особых точек, то эти особые точки суть необходимо изолиро- 
ванные особые точки; это — полюсы или изолированные существенно 
особые точки. Точка 2=со также есть обыкновенная точка или изо- 
лированная особая точка (5 303). Обратно, если однозначная функция 
имеет во всей плоскости, включая и бесконечно удаленную точку, 
только изолированные особые точки, то этих особых точек будет 
конечное число. В самом деле, бесконечно удаленная точка есть обык- 
новениая точка функции или изолированная особая точка; в обоих 
случаях можно описать круг С настолько большим радиусом, чтобы 
вне этого круга функция не имела другой особой точки кроме самой 
бесконечно удаленной точки. Внутри круга С фуикция может иметь 
только конечное число особых точек; в самом деле, если бы она име- 
ла их бесконечное множество, то была бы, по крайней мере, одна пре- 
дельная (5 292), и эта предельная точка не была бы нзолированною 
особою точкою. Таким образом однозначная функция, имеющая только 
полюсы, имеет их конечное число, так как полюс есть изолированная 
особая точка. . 

Всякая однозначная функция, правильная при всяком конечном 
значении переменного 2 и при 2== оо, сводится к постоянному. В са- 
мом деле, если бы эта функция не сводилась к постоянному, то, так 
как она правильная при всяком конечном значении переменного 2, она 
была бы многочленом или целою функциею, и бесконечно удален- 


ная точка была бы для этой функции полюсом или существенно осо- 
бою точкою. 


* См. работу Бореля, 1[.ес00$ зиг 1ез ГопеНопз епЫёгез (1900) и работу Блюменталя 
(Вшшевёнай, Зиг 1е5 ФопсНоп$ епНёгез ае зепге аН ий (1910). 


9+ 
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Пусть будет Р(г) однозначная функция, имеющая и различных осо- 
бых точек а, а,, ..., @,, лежащих на конечном расстоянии; пусть 


будет Ц, ( 
1 


точки @,, где Ц, есть многочлен или целая функция. В обоих случаях 
эта главная часть — правильная при всяком значении перемениого 2, 
включая 2 == со, кроме 2-=а,. Далее, пусть будет Р(2) главная часть 
разложения фуикции /(2) в области бесконечно удаленной точки; 
Р(2) есть нуль, если бесконечно удаленная точка есть обыкновенная 
точка функции Р(2). Разиость 


р=Е(2)— Ры-—Уо,(; -). 


#=1 


главная часть разложения функции Р(2} в области 


очевидно, — правильная при всяком значении переменного 2, включая и 
2==00; следовательно, она равна постоянному С, и мы имеем ра- 
венство *: 


Рот, (; =) с (5) 


Отсюда следует, что функция Р(2) вполне определена до прибавоч- 
ного постоянного, если известны главные части в области каждой осо- 
бой точки. При этом эти главные части, равно как и особые точки, 
могут быть выбраны произвольно. 

Если все особые точки суть полюсы, То главные части С, суть 
многочлены; Р (2), если оно отлично от нуля, есть также многочлен, 
и правая часть формулы (5) приводится к рациональной функции. Так 
как, с другой стороны, однозначная функция, у которой особые точки 
‹уть только полюсы, имеет их конечное число, то отсюда следует, что 
однозначная функция, все особые точки которой суть полюсы, еств 
рациональная дробь. 

311. Однозначные функции с бесконечным множеством особых то- 
чек. Если однозначная функция имеет бесконечное миожество особых 
точек в конечной области, то существует по крайней мере одна пре- 
лельная точка, лежащая внутри нли на границе этой области. Например, 


1 , 1 
функция Г Имеет полюсами все корни уравнения $т (=) = 0, т. е. 
яп — 
Е 


1 
все точки =, где А — любое целое число; точка 2==0 есть 


* К формуле (5) можно еще притги, приравнивая нулю сумму вычетов функции 


де 2 и 20 рассматриваюгся как постоянные, а х --- как переменное (см. $ 303). 
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предельная точка. Функция также имеет особыми точками 


; 1 
511 


1 
т — 
Е 
(1 1 
все корни уравнения $1 =) =: ‚ среди которых находятся все точ- 
т 
1 | 
ки 2= ‚ где Е и А — произвольные целые числа. 


2 -{- агсзт (= ) 


1 
Все точки ру суть предельные точки, так как при А постоянном и 
п 


при неограниченном возрастании числа Г: предыдущее выражение имеет 


пределом Нетрудно было бы составлять все более и более слож- 


1 
2 
ные примеры того же рода, увеличивая число знаков синуса. Суще- 
ствуют также, как мы увидим несколько ниже, фуикции, имеющие осо- 
быми точками все точки некоторой линии. 

Может случиться, что однозиачиая функция имеет только конечное 
число особых точек во всякой конечной части плоскости, хотя во всей 
плоскости она их имеет бескоиечное множество. В этом случае вне 
круга С, как бы ни ‘был велик его радиус, всегда существует беско- 
нечное множество особых точек, и мы будем говорить, что бесконечно 
удаленная точка есть предельная точка. В следующих параграфах мы 
займемся рассмотрением однозначных функций с бесконечиым множе- 
ством изолированных особых точек, имеющих единственною предель- 
ною точкою бескоиечно удалеииую точку. 


312. Теорема Миттаг-Леффлера. Если во всякой части плоскости, 
лежащей на’.конечном расстояиии, есть только конечиое число особых 
точек, то, как это было уже указано для нулей целой фуикции, можно 
расположить эти точки в последовательность 


а, а, ..., @,, -.. (6) 


таким образом, чтобы было |а„|= |@„.-|; очевидно, что |@„| неогра- 
ниченно возрастает вместе с л. Мы можем предположить, сверх того, 
что ‘все члеиы этой последовательности различны. Для каждого чле- 
на а, последовательности (6) возьмем соответствующий миогочлен или 


целую функцию О, (—-) от 1 ‚ причем мы можем выбрать эти 
2 — а, 2 —а, 

функции совершенно произвольно. Теорему Миттаг-Леффлера можно 

выразить следующим образом: 

Существует однозначная аналитическая функция, правильная при 
всяком конечном значении переменного 2, не входящем в состав по- 
следовательности (6), главная часть которой в области точки 
2=а, есть 
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Для доказательства этого предложения мы покажем, что к каждой 


функции 
! - | 
2 —а, 


можно присоединить такой миогочлен Р (2), чтобы ряд 
оо 


Хоа) +2] 


1=1 

определял аналитическую фуикцию, обладающую этими свойствами. 

Если точка 2-==0 входит в состав последовательности (6), то мы 
примем соответствующий многочлен равным нулю. Для каждой из осталь- 
иых точек а, выберем такое соответствующее положительное число в,, 
чтобы ряд У а был сходящимся; обозначим через @&. положительное 
число, меньшее единицы. Пусть будет С, круг с цеитром в начале ко- 
ординат, проходящий через точку а, и С/— круг, концеитрический 
с предыдущим, радиус которого равен а!а,|. Так как функция 


1 
9, (=) 
1 


голоморфиа в круге С,, то во всякой точке, лежащей внутри этого 
круга, мы имеем: 


1 


[9 (— —4 а, 2 ..: @, 2" .. 
(р) =, На, +... а, 
Целый ряд, стоящий в правой части, — равномерно сходящийся в кру- 


ге С’; ‘следовательно, можно найти иастолько большое целое число у, 
чтобы внутри С, было 


1 
О ы <.=,. (7) 


Определив число у таким образом, возьмем за Р,(2) многочлен 


— —@2—...— 
“, а, “г. 


Пусть будет теперь С круг с радиусом, равным Ю, и с центром 
в точке 2 —=0. Выделим из последовательности (6) те особые точки а, 


ю 
модуль которых не превосходит числа а Если число этих точек рав- 


но 4, то мы положим: 


Оставшийся ряд 
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— абсолютио и равномерио сходящийся в круге С, так. как во всякой 
точке, взятой внутри этого круга, мы имеем |2|<®<а|а,|, ‘если 
указатель Ё больше 9, и на основании неравенства (7) и того, как 
выбран многочлен Р,(2), модуль общего члена второго ряда меньше, 
чем &, если 2 лежит виутри С. Следовательно, фуикция Р; (2) — го- 
ломорфиая в этом круге, и очевидно, что, присоединяя к ней РД, (2), 
мы получим сумму: 


— © 


на = У [6.5 %)+2 8]. «) 


=1 


имеющую в круге С те же особые точки, как и Р; (2), с теми же глав- 
ными частями. Но эти особые точки суть именно члены последователь- 
ности (6), модуль которых меньше А, и главная часть в области точ- 


ки а, есть 
1 
1 ——). 
2— а, 


Так как радиус А произволен, то отсюда следует, что функция г 
удовлетворяет всем требуемым условиям. 

Очевидно, что если мы прибавим к 2(2) многочлен или какую- 
нибудь целую функцию С (2), то сумма Р(2)--С(2) будет иметь те 
же особые точки, как и Е(2), с теми же главными ое Обратно, 
мы имеем, таким образом, общее выражение однозначных функций, 
имеющих данные особые точки с соответствующими главными частя- 
ми, так как разность двух подобных функций, будучи правильною при 
всяком конечном значении переменного 2, есть миогочлен или целая 
функция. Так как функцию С (2) можно, в свою очередь, представить 
суммою многочленов, то, следовательно, функция Р(2)-- С (2) сама 
может быть представлена суммою ряда, каждый член которого мы по- 
лучим, прибавляя к главной части 


в 1 
12 — а, 


соответствующий миогочлен. 

Если все главные части С, суть многочлены, то функция мероморф- 
на во всякой области плоскости, лежащей на конечном расстоянии, и 
обратно. Таким образом мы видим, что всякую мероморфную функцию 
можио представить суммою ряда, каждый член которого есть рацио- 
‘нальиая дробь, обращающаяся в бесконечность только при иекотором 
конечном значении переменного. Это представление аналогично разло- 
’°жению рациональной дроби на простые элементы. Точио так же вся- 
кую мероморфиую функцию Ф (2) можно представить Вак частное двух 
целых фуикций. В самом деле, предположим, что полюсы. функции 
Ф(2) суть члены последовательности (6), каждый из которых считается 
столько раз, какова его степень кратиости. Пусть будет С (2) целая 
функция, имеющая эти точки нулями. Произведение Ф (2) (2) не 
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имеет более полюсов; следовательно, это — целая функция 0, (2), и 
мы имеем равенство: 
—_ 9; (=) 

С (2) 


Ф (2) 


` 313. Исследование некоторых частных случаев. Предыдущее доказа- 
тельство общей теоремы не всегда дает самый простой способ соста- 
вления однозначной функции, удовлетворяющей требуемым условиям. 
Предположим, например, что требуется составить функцию Ф (2), име- 
ющую полюсами первого порядка все точки последовательности (6), 
причем вычет равен единице; мы предположим, что 2==0 ие есть по- 


1 
люс. Главная часть, соответствующая полюсу @,, есть а’ и мы 
| м 


1 12 2 1 (2\. 
— — — — 2 ‚.. — й 
гл а, а, а, а’ гл а, а, 


если мы возьмем 


имеем: 


2*-1 


оо ++... + 


У р 
а, 


то задача приводится к определению целого числа У в функции указа- 
теля { таким образом, чтобы ряд 


+ © -- оо 
у 1 2 \*_ = 1 

#—а\а,) — У 

1=1 


р 2 а! 
= ((-=) й 
а, 


был абсолютно и равиомерно сходящимся во всяком круге с центром 
‚В начале координат, если откииуть достаточное число начальиых чле- 


. Рл У+1 
нов. Попрежнему достаточно, чтобы ряд у, =) сам был абсо- 
а 


1 
лютно и равномерно сходящимся в той же области. Если существует 


1 |2 
такое число р, что ряд у, а —“ сходящийся, то достаточио взять 
(| - 
у—=р— 1. Если нет целого числа, обладающего этим свойством, то, 
как выше (5 308). можно взять э=={—1 или у-- 1 > 082. Выбрав 
надлежащим образом число у, мы получим мероморфиую функцию 


Ф > 1 1 Ё. #1 | 
@= у [Еее |, (9) 


#=1 


имеющую полюсами первого порядка все точки’ последовательности (6) 
с вычетами, равными единице. 

Отсюда нетрудно вывести другое доказательство теоремы Вейер- 
штрасса о разложении целой функции на первичные множители. В са- 
мом деле, ряд (9) можно интегрировать почлеино вдоль любого пути; 
не проходящего ни через один из полюсов, так как, если этот путь 
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заключен в круге С с центром в начале координат, то ряд (9) можно 
заменить рядом, равномерио сходящимся в этом круге, к которому 
прибавлена сумма конечного числа мероморфиых функций [это выте- 
кает из самого доказательства формулы (9)]. Иитегрируя и приняв точ- 
ку 2=0 за нижиий предел, получим: 


> 


- оо 


| Фе = У в (1—2) +2 т... 


#=1 


= —>- 


и, следовательно, 


2 У 
{Фа 00 й +... 
Аи ( = еще" р. (10) 


а 
1=1 ! 
Нетрудно проверить, что левая часть формулы (10) есть целая функ- 
ция от 2. В области значения 2=а, не входящего в последователь- 


Е 


= 

{>89 аг 

ность (6), иитеграл (Фе 42 — голоморфный; функция е9 — так- 
о 

же голоморфная и отлична от нуля при 2==а. В области точки а, 

мы имеем: 


Фе Ра 


(+2 42=108 (2 — а!) + 9 (2— а), 
0 


Е 

{+Ф@ 42 
еб =(2— а)е 9799, 
где функции Р и О голоморфны. Мы видим, что эта целая функция 
имеет корнями члены последовательности (6), и формула (10) тожде- 
ственна с формулою (3), выведениою выше. 

То же доказательство можно применить и к целым функциям, имею- 
щим кратные корни. Если а, есть кратный корень порядка г, то до- 
статочно ‘предположить, что Ф\(2) имеет полюс 2==а, с вычетом, рав- 
ным г. 

Составим еще мероморфную функцию, имеющую полюсами второго 
порядка все точки последовательности (6), причем главная часть в обла- 


1 2 
сти точки @, есть [= . Предположим, что 2==0 есть обыкно- 
—а 
й 


венная точка, и что ряд у — сходящийся; очевидно, что будет 
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4 . 1 
сходящимся и ряд у, — | . Ограничивая разложение дроби а» 
1. 
по степеням перемеиного 2 его первым членом, получим: 
1 1 2а,2 — 2? 2а,2 — 22 
—_—. — р 
(2 — а, а2— а2(2 а — ал (1 —-) 
Ряд 
+ со + оо 
1 1 24,2 — 2? 
Ф (2) = а == — (11) 
(2 — а,) а, 4 2 
= па @ |1 — — 
*= = а; 


представит решение задачи, если только он будет равномерно схоля- 
щимся во всяком круге С с центром в иачале координат, не считая 
достаточного числа начальных членов. Но если, мы возьмем илены ряда, 


Ю -. 
происходящие от тех полюсов @а,, для которых 14 >, где Ю — ра- 
диус круга С и а — положительное число, менышее единицы, то мо- 


2\-2 

пуль. количества (1 —^) будет меньше некоторой границы, и на 

, . 

основании предположений, сделаиных относительно полюсов @,, ряд 
2 


р 
с общим членом — 2 будет абсолютно и равномерио сходящимся 
1 


аз 
в круге С. 

314. Способ Коши. Когда дана мероморфная функция ЁР(2), то, поль- 
зуясь теоремою Миттаг-Леффлера, можно составить ряд с рациональными 
членами, сумма которого 2. (2) имеет те же полюсы, каки ЁР(2), с те- 
ми же главиыми частями. Но остается еще найти целую функцию, рав- 
ную разности Р(=2) — Р) (2). Задолго до работ Вейерштрасса Коши вы- 
вел из теории вычетов способ разложения мероморфной функции на 
бесконечное миожество рациональных членов при иекоторых весьма 
общих предположениях относительно этой функции. Впрочем, нетрудно 
представить его метод в еще более общем виде. 

Пусть будет Р(2) мероморфная функция, правильная в области на- 
чала координат; пусть будет, далее, С, С, ..., С,, ... бесконеч- 
ная последовательность замкнутых контуров, окружающих точку 2 ==0, 
не проходящих ни через один из полюсов и таких, что, начиная с до- 
статочио большого значения числа и, расстояние от начала координат 
до любой точки контура С„ остается больше всякого данного числа. 
‘Очевидно, что любой полюс функции Р(2) будет, наконец, заключен 
внутри всех последовательных контуров С„, С, если только 
п достаточно велико. Определенный интеграл 


1. В(2) 
2 —х 
(Со) 


п+17 **. у 


а2, 
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где х есть любая точка, лежащая внутри контура С, и отличная от 
полюса, равен Р(х), сложенному с суммою вычетов отиосительно раз- 
личных полюсов фуикции Р(2), лежащих внутри С„. Пусть будет а, 


один из этих полюсов; соответствующая главная часть о, ( -] 
—а 
А 


есть рапиональная функция, и в области точки а, мы имеем: 


Е (2) = 


А Ех у"- -=.. 


В области этой.точки мы имеем также: 


1 — 1 __ 1 2 —а, (а . 
2-х (ха в) — (2—а,)  хр—а, (х—а, (ха 7 
Е (2) 
составив произведение, мы видим, что вычет фуикции _^_ относи- 
тельно полюса а, равен 
— А _ — Аа м с 1 
х—а, (х—а,)"1 (х—фа,)" К \х— а, 
Следовательно, мы имеем соотношение: 
1 1 Е (2) 42 
вы = в, [5 | 12 
(%) (=) эн ( &—х ' (12) 


С 
ы (Сп) 


где знак у, обозначает, что сумма распространена на все полюсы а,, 


Сп 
лежащие внутри контура С,. С другой стороиы, мы можем заменить 


через 
&—х р 


ЯН) 


и представить предыдущую формулу в виде: 


1 1 Е(2) аг 
к, [ты ан |“ +... 


С» (Св) 
ХР Е(2) 1 Р(2) [х\Р+1 
= . 1 
ми т я 2 42 (13) 
(Сп) (Св) 


Иитеграл 1 фо равен Ё(0), сложениому с суммою выче- 
С») 


1 
тов функции -=2(2) относительно полюсов функции Р(2), лежащих 


140 ГЛАВА ХУ. ОДНОЗНАЧНЫЕ ФУНКЦИИ $ 314 


р и 1 Е(2) 42 
внутри С,ь- Вообще, определениый интеграл 5 | —„_  Равен 
(Си) 
ЕО-1 (0) _, 
еп’ сложенному с суммою вычетов функции 2-7 Е(2) отио- 


сительно полюсов функции Р(2), лежащих внутри С„. Если мы обо- 
значим через 5-9 вычет функции Р(2)2-” отиосительно полюса а,, 
то мы можем представить формулу (13) в виде: 
р 
ЕЕ) ТРО... НР + 


Уи) + я +... + 
Си 


1 Р+1 
Чат | Е (2) (=) 42. (14) 


&—х 
Са 


Чтобы иметь верхнюю границу дополнительного члена, представим 


его в виде: 
р Ра (2) а 
"2% 22 2(2—х)° 


(2) 

2Р 

некоторого числа М, и модуль |2| большим, чем д. Так как число п 
должно неограниченно возрастать, то мы можем предположить, что мы 
взяли его настолько большим, чтобы было 8>|х|; тогда вдоль С, мы 
будем иметь: 


Предположим, ЧТО ВДОЛЬ С модуль отиошения остается меньшим 


1 1 
<= у 
Следовательно, если $, есть длина коитура С„, то 
[х| р+1 5, 
А о Мих). 


Мы можем утверждать, что при неограниченном возрастании числа л 
этот дополнительный член стремится к нулю, если можно найти по- 
следовательность замкнутых контуров С,, С,, ..., С„, ... и целое 
положительное число р, удовлетворяющее следующим условиям: 

1. Вдоль всех этих контуров модуль выражения Р(2)2-Р остается 
меньшим некоторого постояиного числа М. $ 

2. Когда п неограииченно возрастает, отношение 37 длины конту- 


8 
ра С, к наимеиьшему расстоянию 8 от начала координат до точек 
этого контура остается меньшим некоторой границы Д. 
Если эти условия удовлетворяются, то |Ю„| остается мемьшим част- 
ного от деления некоторого постоянного числа на число 8—|х|, не- 
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ограниченно возрастающее вместе с п. Следовательно, этот остаточный 
член Ю, стремится к нулю, и мы имеем в прелеле: 


(= ВО) хи)... > (0)-- 


-- т =. |б, (= : 5-х ... +4 . (15) 


Таким образом функция Р(х) разложена в сумму бесконечного мно- 
жества рациональных членов. Порядок, в котором они следуют друг 
за другом, определяется законом следования контуров С,, С,, ... 
..., С„» -.- Если полученный ряд — абсолютно сходящийся, то мы 
можем брать их в любом порядке. 


Примечание. Если бы точка 2==0 была полюсом функции Р (2) с глав- 


1 
ною частью @ (;). то достаточно было бы применить предыдущий метод к 
1 
функции Р(2) —@ (-.). 


315. Разложение сюх и 5х. Применнм этот метод к функции 


1 
Е (2) = 2 — —, имеющей полюсами первого порядка точки 2 = Ёп, 
= 


где А есть любое целое число, отличное от нуля, с вычетом, равным 
единице. Возьмем за контур С„ квадрат, на- 

пример ВСС"В' (черт. 64) с центром в начале у 

координат, стороны которого параллельны 
осям координат и имеют длину 2ип - п. На 
этом контуре не лежит ни одного полюса, и 
отношение длины $, к наименьшему расстоя- 
нию д от начала координат до точек кон- 
тура постоянно и равно 8. Квадрат модуля 


функции с (х -|- 1) равен 


е?У {- е-27 -|- 2 с05 2х 
е2у 1 е-2У — 2 с0о5 2х ° 


Черт, 64. 


На сторонах ВС и В'С' мы имеем со52х == — 1, и модуль меньше еди- 
ницы. На сторонах ВВ’ и СС! квадрат этого модуля меньше, чем 


. е?у | е--- 2 __ ( нь): 


ег -|- е-7 — 91| — е- 


в этой формуле надо заменить 2у ‘через -Е (2и | 1)п, и мы видим, 
что при неограниченном возрастании числа п полученное выражение 
стремится к единице. Так как при неограниченном возрастании числа я 


1 
модуль функции — влоль С„ стремится к нулю, то’ отсюда следует, 


й 
что модуль функции 42 — — на контуре С, остается меньшим неко- 
= На. 
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торого постоянного числа М, каково бы ни было число п. Следова- 
тельно, к этой функции можно применить формулу (15), положив р = 0. 


Мы имеем здесь: 
. х 05 х — шх 
2 (0) = Нл [| =0, 
х=0 хзшх 


1 1 
и 5, представляющее вычет функции - (Е 2—5 для полюса #п, 


равно Таким образом: 


т 
=. 


п 
вх — т пт | чи (16) 
8 Х па 4 х— т ( п/’ 


причем значение А = 0 должно быть исключено при суммировании. Не- 
ограниченно увеличивая число п, мы получим ряд, который будет абсо- 
лютно сходящимся, так как его общий член можно представить в виде: 


1 + 1 — х — 1 х 
х— п’ (пФ х) 222 х\' 
( [23 


х 
и модуль множителя ——__ остается менышим некоторой границы, 


1—— 


Еп 
если только х не есть кратное числа п. Следовательно, окончательно 
мы имеем: 


1 - 
У +). — (17) 


Интегрируя обе части этого соотношения вдоль пути, выходящего 
из начала координат в не прохолящего ни через один из полюсов, 
получим: 


х 


раны) У -)+#] 


0 


отсюда находим: 
. 1 х = | 
тх=х ] | '[-= ет. (18} 


Множитель её (® равен здесь единице. Если в ряде (17) мы соединим ло- 
парно члеиы, содержащие противоположиые значения числа &, то получим 
формулу: 


1 ыы 1 
Чвх= 2х Ух 2 ее * (17) 
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Точно так же, соединяя попарно множители произведения (18), соответствую- 
щие противоположным значениям числа А, мы получим другую формулу *: 


+ оо 
_: __ й х? г 
зшл-=х [| (1); (18') 
1 
заменяя в ней х через лх, мы можем представить ее еще иначе: 
. оо 5 
ЗШях ( х ) 
=х 1—=.}. 
- П (1-5 
1 


Различные замечания. 1. Из последних формул ясно видна перио- 
дичность функции зшох, тогда как ее нельзя непосредственно усмотреть из раз- 


№ в злх 
ложения этой функции в целый ряд. В самом деле, мы видим, что есть 


предел при л, стремящемся к бесконечности, многочлена: 
х х х 
«= (1—^) (1--^.)...а-жха х)... ( =); 
4» (#) Е 2)... @- жал)... (14); 
изменяя х в х- 1, получим: 
#1 = — #1 (%) 
отсюда при неограииченном возрастании числа п находим зв (пх -- п) == — шлях, 


или э1 (2 -- =) = — $112, и следовательно, #1 (2 -- 2т) == $ 2. . 
2. На этом частном примере иетрудно видеть необходимость присоединения 


п-1-х. 


пх 


х 
к каждому биномиальному множителю вида 1 — а. соответствениого показатель- 


Е 
ного множителя, чтобы произведение было абсолютно сходящимся. Предположим 
для определениости, что х действительно и положительно. 


х В 
Так как ряд › >; — расходящийся, то произведение 


Р=х (1+1)... (1+) 


неограниченно возрастает вместе с т, тогда как произведение 


,=а-2 (1-5) ... (1->) 


п 
при неограниченном возрастании числа п стремится к нулю (т. Ь $ 168). Если 
шлх 

; но если т и 


Бе 
мы возьмем т—= п, то произведение РиОм имеет пределом 


п возрастают независимо одно от другого, то предел этого произведения совер- 
шенно неопределенный. В этом нетрудно убедиться, каково бы ии было значение 
перемевного х, воспользовавшись первичными множителями Вейерштрасса. За- 
метим предварительно, что бесконечные произведения 


Зах 
оба — абсолютно сходящиеся, и их произведение равно =. 


* Это разложение т х в бесконечное произведение принадлежит Эйлеру, получившему его 
элементарным путем („ГлёгодисНо т Апатузт шНпйогиил“), 
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Мы можем представить произведение РиО;„ в следующем виде: 


п 


т х х 1 1 1 т 
в.а, = = П (1+). РИ (ети (чение). 
=1 У=1 


Если числа т и л неограниченно возрастают, то произведение всех множителей 
правой части без последнего множителя имеет пределом 


В.о) Бык = ЗАМ, 


п 


Что касается последнего множителя, то мы видели, что выражение 


1 1 1 1 
1+5... О т 


т 
имеет пределом 10р ®, где ® ‚есть предел отношения т (т. , 5 153). Следова- 


ЗИ МХ хоро. 
тельно, произведение Р„@„ имеет пределом == е : мы видим, что этот 


предел зависит от того закона, по которому неограниченно возрастают оба чис- 
лат и п. 

3. Такие же замечания можно сделать относительно разложения св х. Мы 
покажем только, как можно вывести периодичность этой функции из ряда (17). 
Заметим сначала, что ряд с общим члеиом 


Г ЗОНА 1 
о О КП’ 


тде указатель А принимает все значения от — со до -|- ©с®, кроме значений #==0, 


в 2 
к —=1,-_ абсолютно сходящийся, и его сумма равна —-—,‚ как в этом можио 


убедиться, изменяя А сначала от 2 до - с, а потом от — 1 до — со. Следова- 
тельно, мы можем представить разложение с! х в виде: 


пота, [1 1 
ПН Е а 


где значения &—0, А—-1 должны быть исключены при суммировании. Мы по- 
лучим это разложение, вычитая из каждого члена ряда (17) соответствующий 
член сходящегося ряда, составленного из только что приведенного ряда, сложен- 


2 
ного с —. Изменяя х в х-- а, получим: 


С 11 < 1. 1 
св (х 4 =) х Туре 54%, |=а=о:+а=о:|. 


йли иначе 


со 
1 1 т 
чина иН [=#=5=На=в:| ' 


где &—1 принимает все целые значения кроме значения нуль. Мы видим, что 
правая часть последней формулы тождественна с разложением сё х. 
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316. Периодические функции. Разложения в ряды. Аналитическая 
однозначная функция (2) называется периодическою, если есть такое 
число @, действительное или комплексное, что при всяком 2 имеет 
место соотношение [(2-{- о) =7(2); число .ю называется периодом. 
Отметим на плоскости точку с аффиксом ®; начиная от начала коор- 
динат, отложим на бесконечной прямой, проходящей через начало 
координат и через точку в, в обоих направлениях отрезки, равные |ю 


` 


Таким образом мы получим точки ©, 2%, З®ю,..., п®,... и точки 


у 


Черт. 65. 


—0, —20, —3%,.... —1®,... Через эти точки и через начало 
координат проведем ‘прямые, параллельные какому-нибудь направлению, 
отличному от О%ю; таким образом мы’ разобъем площадь на бесконеч- 
ное множество полос равной ширины (черт. 65). 

Если через какую-нибудь точку 2 мы проведем прямую, параллель- 
ную направлению Ою, то мы получим все точки этой прямой, изменяя 
в выражении 2--)ю действительный параметр \`от — сю до -| о®. 
В частности, если точка = описывает первую полосу АА'ВВ!, то точ- 
ка 2г-- ® опишет смежную полосу ВЁЬ!СС'!, точка 2 + 2® опишет третью 
полосу и т. д. Все значения функции (г) в первой полосе будут пе- 
риодически повторяться в следующих. | | 

Пусть будут [Г и ММ! бесконечные прямые, параллельные напра- 

211 
влению Ою. Положим и=е ® и найдем область плоскости, описывае- 
мую переменным и, когда точка 2 остается в бесконечной полосе, за- 


105. Гурса, т. П, ч. 1. 
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ключающейся между параллельными прямыми. [17 и ММ'. Если а-- & 
есть аффикс какой-нибудь точки прямой [1", то мы получим все осталь- 
ные точки этой ‘прямой, полагая 2 ==а-|- #--\®ю и изменяя ) от — со 
до +- со. Тогда мы будем иметь: у 
2 авео) сазан Е 
=е е у 
но если Х изменяется от — сою до - сю, то переменное и описывает 
окружность „С, с центром в начале координат. Точно так же можно 
убедиться, что если 2 описывает прямую М, то переменное & опи- 
сывает окружность С,, концентрическую с первою, Если точка 2 опи- 
сывает бесконечную полосу, заключающуюся между ‘прямыми [/ и 
ММ', точка и описывает круговое кольцо, ограниченное окружностя- 
ми Су и С,. Но, тогда как каждому значению переменного 2 соответ- 
ствует только одно значение переменного и, наоборот, каждому Зна- 
чению переменного м соответствует бесконечное множество значений 
переменного 2, образующих арифметическую прогрессию с разностью ®, 
неограниченную в обоих направлениях. 
Периодическая функция /(2), имеющая период ® и голоморфная 
в бесконечной полосе, заключающейся между прямыми [//, М/И’, равна 
некоторой функции $(и) нового переменного и, голоморфной в кру- 
говом кольце, ограниченном окружностями С; и С.. В самом деле, 
хотя каждому значению переменного и и соответствует бесконечное 
множество значений переменного 2, но, вследствие периодичности функ-. 
ции }(2), все эти значения переменного 2 дают одно и то же значе- 
ние для функции. С другой стороны, если и, есть частное значение 
переменного и, и 2, — одно из соответствующих’ значений переменного 2, 
то значение 2, стремящееся к 2,, есть функция от и, голоморфная 
в области точки И; следовательно, то же имеет место и для функ- 
ции ф(и). Поэтому мы можем применить к функции $ (и) теорему Ло- 
рана: в круговом кольце, заключающемся между окружностями С; и 
С., эта функция равна сумме ряда следующего вида: 


Возвращаясь к переменному 2 мы заключаем, что внутри рассматри- 
ваемой полосы периодическая функция }({2) равна сумме ряда 


Эт? 


оо 
1(2) = у, Ае ®. (19) 
: —с 


Если периодическая функция }(2) голоморфна во всей плоскости, то 

можно предположить, что прямые 1! и ММ', ограничивающие полосу, 

неограниченно удаляются, одна — вверх, а другая — вниз. Следова- 

тельно, всякая целая периодическая функция разлагается в ряд, рас- 

положенный по положительным и отрицательным степенями выраже- 
$42: 

ния е ®, — сходящийся при всяком конечном значении переменного =. 
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317. Невозможность существования однозначиой функции с тремя пе- 
риодами. Якоби принадлежит замечательная теорема, что однозначная функция не 
может иметь более двух различных периодов. Чтобы доказать эту теорему, оче- 
видно, достаточно показать, что однозначная функция не может иметь трех раз- 
личных периодов. Докажем предварительно следующую лемму. 

Пуств будут а, ©, с три произвольных количества, действительных или мни- 
мых, и т, п, р—три произвольных целых числа, положительных или отрица- 
тельных, из которых по крайней мере одно отлично от. нуля. Если мы будем 
давать целым числам т, п, р всевозможные’ системы значений, кроме т = п == 
= р==0, то нижняя граница модуля | та - пё-|- ре | равна нулю. 

Рассмотрим. иа плоскости множество (Ё) точек, `аффиксы которых равны 
та -- пь-|- ре. Если две точки, соответствующие двум различным системам целых 
чисел, совпадают между собою, то, иапример, мы будем иметь: 


та -|- пб -- ре=пиа -- 6 + рае, 


(т —труа-+ (п ть ф-р)се=0, 

причем по крайней мере одно из чисел т— т, п-—-п., р-р не равио нулю. 
В этом случае предложение очевидно. Предположим теперь, что все точки мно- 
жества (Е) различны; пусть будет 28 нижняя граница модуля |та’-- пб -+ рс|. 
Это число 28 есть также нижняя граница расстояния между какими-нибудь двумя 
точками множества (Е); в самом деле, расстояние между двумя точками с аффик- 
сами та -- пб -- ре и та -|- пл® -- рас равио | (т— т)а- (пп) (р-р. 
Покажем, что, предполагая 8 _> 0, мы придем к противоречию, | 

Пусть будет № положительное целое число; дадим каждому из целых чисел 
т, п, р одно из значений последовательности — М, — (М—1),..., 0,... 
..., М — М и-будем соединять между собою всеми возможными способами эти 
значения чисел т, п, р. Таким образом мы получим (2№ -{ 1}3 точек последователь- 
ности (Е); по предположению, все эти точки будут различны. Предположим, что 
]а| =2|8|=|с[; тогда расстояние любой' из этих точек от начала координат бу- 
дет не больше, чем ЗМ | а|. Следовательно, эти точки расположены внутри окруж- 
ности С с радиусом, равным ЗМ | а |, и с центром в начале координат и на самой 
этой окружности. Если из каждой из этих точек как из центра мы опишем 
окружности ‘с радиусом, равным 8, то все эти круги будут лежать в круге С,, 
описанном из начала координат радиусом, равным 3М [а | -{- 8, и не будут иметь 
общих частей, так как расстояние между их центрами не может быть меньше, 
чем 28. Следовательно, сумма площадей всех этих кругов меньше площади 


круга (:, и мы имеем: р 
(№1 - 8)* > (2М -- 14%, 


и следовательно, 


или а 
ЗМ 1а 
< (М 1—1° 


При неограниченном возрастании: числа № правая часть стремится к нулю; 
следовательно, при всяком № этому неравенству нельзя удовлетворить никаким по- 
ложительным числом $. Отсюда следует;что нижняя граиица модуля | та -+ п - ре] 
не может быть положительным числом; она есть нуль, и лемма доказана. 

Таким образом мы видим, что если ни при какой системе целых чисел т, 
п, р (кроме т= п== р= 0) не будет та + пр -{ ре =0, то всегда можно Найти 
для этих целых чисел такие значения, чтобы было | та + пр + ре |< в; как бы ни 
было мало положительное число =. В этом случае одиозначная функция {(2) не 
может иметь трех различных периодов а, 2, с. В самом деле, пусть будет 25 
обыкновенная точка функции (2); опишем из точки 2 круг настолько малого 
радиуса г, чтобы внутри этого круга уравнение }(2)= (25) не имел> других 

‚ корней кроме 2 = 2, ($ 291). Если а, 6, с суть гериоды функции }(2\, то ясно, 
что та -- пб -- рс есть также период, каковы бы ни ‘быЛи целые числа т, п, р, 


и мы имеем: 
{ (го + та -- пб + ре) = (2). 
Следовательно, если мы выберем т, п, р таким образом, чтобы было 
[ та -- пр + рс| <е, то уравнение {(2} = }(2,) имело бы корень 2,, отличиый 
от 25 и такой, что | 21 — 2. |< в, что невозможно. 


10* 


148 ГЛАВА ХУ. ОДНОЗНАЧНЫЕ ФУНКЦИИ` $ 317-318 


Если между числами а, $, с существует соотношение вида 
та -- по -- ре==0, (20) 


`где т, п, р не все равны нулю, то однозначная функция {(2) может иметь пе- 
риоды а, 6, с, но эти периоды приводятся к двум или к одному. Мы можем 
предположить, что три числа т, п, р, взятые вместе, — взаимно простые. Пусть 
‚будет О общий наибольший делитель чисел т‘и п;`мы имеем т = Эт’, п== Ом’. 
Так как числа п’ и л’— взаимно простые, то можно найти два таких других 
целых числа т”, п”, чтобы было прп” — т"п’ = 1. Положим 
тать =а’, та п"=и; 

мы будем иметь, обратно, а == и"а" — п'б', = ту" — т"а’. Если а и В — периоды 
функции {(2), то будут периодами и а'и 6’ и обратно. Следовательно, мы мо- 
жем заменить систему двух периодов а и $ системою двух периодов а’ и $’. 
Соотношение (20) обращается в Да’ -- ре —0; так как числа Д и р— взаимно 
простые, то можно найти такие ‘целые числа-О"’и р’, чтобы было Ор’ — О'р = Г; 
положим О’а' -|- р'’е—= с’. Из предыдущих соотношений мы получаем а’==-— ре’. 
с = с, и мы видим, что три периода а, $, с суть комбинации двух перио- 
дов ис". 


Примечание. Из прелыдущей леммы вытекает как’ следствне, что если чи В суть дейст- 
вительные количества, а т и п — произвольные целые числа (нз которых по крайней мере одно 
ие равно нулю), то инжняя граница модуля | та -|-- #3 | равна нулю; в самом деле, если мы поло- 
жим а=а, 6=8В, с=ь то модуль | та-- пВ -- р?| можег быть меньше числа в.<_1 только в том слу- 
чае, ссли р=0н | т«-- п8 | <. Отсюда следует, что однозначная функция /(2) не можег нметь 


двух различных действигельных периодов а и В. Если отношенне ‘х иррационально, то можно 
найти такие числа ти п, чтобы было | мо -{- п3 |<, и рассуждение заканчивается, как выше. 
Если же отношение -= Рацнонально и равио несократнмой дроби =, ТО мы возьмем два таких чи- 


сла т! и п’, чтобы было тп’ — пип=1, и положим т’а — "В=1{. Число + есть также период, и из 
соотношений та — пв=0, т'а — п'3=1{ мы получаем а= — пт, так что а и В суть кратные единствен- 
ного пернода 17. Вообще, однозначная функция ] (2) не может иметь двух различных периодов а 
и 6, отношение которых действительно, так как тогда функция /(а2) нмела бы действительные 


перноды Ти = 


318. Двоякопериодические фуикции. Двоякопериодическая функция 
есть однозначная функция, имеющая два‘’периода, отношение которых 
мнимое. Пользуясь обозначениями Вейерштрасса, обозначим независимое 
переменное через и, периоды через 2 и 2%’ и предположим, что коэфи- 

! 
РС 
циент при { в ем положителен. Отметим в плоскости точки 2%, 4%, 


бь,..., и точки 2%', 4%', би',...; проведем через точки 2 пря- 
мые, параллельные направлению Оз’, и через точки Зи!’ — прямые, 
параллельные направлению О. Таким образом мы разобъем плоскость на 
сеть равных параллелограмов (черт: 66). Пусть будет /(и) однозначная 
функция, имеющая периоды 2%, 2%!; из соотношений 1 (и -- 20) == (и), 
Ди -Е 2%!) = (и) получаем /(и {- 2то -- 2т'®') ==Х(и), так что Зто -- 
-- 29#%' есть также период; мы обозначим его через 2%. 
Точки-периоды суть как раз вершины сетн предыдущих параллело- 
грамов. Когда точка ий описывает параллелограм ОАВС, имеющий вер- 
шины в точках 0, 20, 20 2%', 2%', точка и-- 2щ описывает парал- 
лелограм с вершинами в точках 2%, 240 -|- 2%, 2 -- 29 20, 2 2, 
-и функция / (и) принимает одинаковые зкачения в соответственных точ- 
ках обоих параллелограмов. Всякий параллелограм с вершинами в точ- 
ках шв, ш-- 20, + 2% |-2%', и--2ю' называется параллелограмом 
периодов. Обыкиовенно рассматривают параллелограм ОАВС, но можно 
было ‘бы заменить начало, координат любою точкою плоскости. Для 
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краткости мы будем обозначать период 2-2’ через 2%”; центр па- 
раллелограма ОАВС лежит в точке ”, так как точки ® и ®' суть сере- 
дины сторон ОА и ОС. 

Всякая целая овоякопериодическая функция есть постоянное. В са- 
мом деле, пусть будет }(и} двоякопериодическая функция; если она целая, 
то она голоморфна в параллелограме ОАВС, и модуль функции У (и) 
остается всюду в этом параллелограме меньше некоторого постоянного чи- 
сла М. Но вследствие двоякой периодичности функции }(и} ее значение 
в любой точке плоскости равно ее значению в некоторой точке парал- 
лелограма ОАВС. Следовательно, модуль этой функции остается во всей 
плоскостй меньшим некоторого постоянного числа М, и, по теореме 
Лиувилля, функция приводится к постоянному. 


ие ш 


Черт. 66. 


319. Эллиптические фуикции. Общие свойства. Из предыдущей тео- 
ремы следует, что двоякопериодическая функция имеет особые точки, 
лежащие на конечном расстоянии, если только она не приводится к по- 
стояиному. Лвоякопериодические мероморфные функции‘ называются 
эллиптическими функциями. В параллелограме периодов эллиптиче- 
ская функция имеет несколько полюсов; число этих полюсов, причем 
каждый из них считается столько раз, каков его порядок кратности, 
называется порядком функции. Заметим, что если эллиптическая функ- 
ция /(и) имеет полюс и, лежащий на’ стороне ОС, то точка шо + 20, 
лежащая иа противоположной стороне АВ, есть также. полюс; но при 
счете числа полюсов, лежащих в параллелограме ОАВС, мы должны 
считать только один из этих полюсов. Точно так же, если начало кбор- 
динат есть полюс, то все вершины сети суть также полюсы функции / (#), 
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но надо брать только один полюс в каждом параллелограме. Действи-. 
тельно, достаточно было бы, например, переместить бесконечно мало 
вершину сети, лежашую в начале координат, чтобы ни один полюс 
рассматриваемой функции /(и) не лежал более на контуре параллело- 
грама. Когда мы будем интегрировать эллиптическую функцию { (и) 
вдоль контура параллелограма периодов, мы всегда будем предполагать, 
что этот цараллелограм, если это нужно, смещен так, что функция Г (и) 
не имеет полюсов на этом контуре. "Применяя ‘общие Теоремы теории 
аналитических функций, мы легко приходим к следующим основным 
предложениям: 

1. Сумма вычетов эллиптической функции, соответствующих по- 
люсам, лежащим в одном параллелограме периодов, равна нулю. 

Предположим для определенности, что функция /(и) не имеет ни 
одного полюса, лежащего на контуре ОАВСО. Сумма вычетов, соответ- 
ствующих полюсам, лежащим внутри контура ОАВСО, равна 


1 - 
-5— и) 4и 
57 | (и) Чи, 
причем интеграл взят вдоль контура. Этот интеграл равен нулю, так 
как сумма интегралов, взятых вдоль противоположных сторон, равна 
нулю. Например, мы имеем: 


_ 25 2! 
[леди я [у ад аи, об | } (и) аи; 
ОА" -0 2-2 


заменяя в этом последнем интеграле и через и-- 2%', получим 


0 0 ‚ 
[уда | Л(ш- 26) и = | Уи) аи ==— | (да. 


7:1 ‚Зы 25 ОА 


Точно так же мы убедились бы, что’ сумма интегралов, взятых вдоль 
АВ и СО, равна нулю. Впрочем, это свойство можно непосредственно 
видеть из чертежа (черт. 67). В самом деле, рассмо- 
„ трим два соответствующих элемента интегралов, взятых 
вдоль ОА и вдоль ВС; в точках т и т’ значения 
функции /(и) одинаковы, тогда как значения ди про- 
тивоположны. Из этой теоремы следует, что эллнпти- 
ческая функция Ё(и) не может иметь в параллелограме 
периодов только один полюс первого порядка. Эллии- 
тичтская функция не может быть ниже второго 
порядка. 
Черт. 67. 2. Число нулей эллиптической функции, лежащих 
в парфллелограме периодов, равно порядку этой функ- 


ции (каждый из нулей считается столько раз, каков его порядок 
кратностн). 


` 1 
Пусть будет /(и) эллиптическая функция; частное вы есть 


также эллиптическая функция, и сумма вычетов функции ф (и) в парал- 
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лелограме периодов равна числу нулей функции /(и) .без. числа .полю- 
сов ($ 299). Отсюда, применяя предыдущую теорему к функции Ф (и), 
мы приходим к. высказанному предложению. Вообще, число корней 
уравнения }(и) = С, лежащих в параллелограме периодов, равно по- 
фядку фуикции /(и), так как при всяком постоянном С функция / (и) —С 
имеет те же полюсы, как и функция }(и). 

3. Разность между суммою нулей и суммою полюсов эллиптиче- 
ской функции, лежащих в параллелограме периодов, равна периоду. 

1 В 

Рассмотрим интеграл ы и О 4и, взятый вдоль контура паралле- 
лограма ОАВС. Мы видели (5 229), что этот интеграл равён сумме 
нулей функции /(и), лежащих внутри’ этого контура, уменьшенной на 
сумму полюсов функции /(и), лежащих в Фом же контуре. Вычислим 
сумму интегралов, взятых вдоль противоположных сторон ОА и ВС: 


2% 2 
ли, | Л. 
|. ИО т | (и 9 


изменяя в последнем интеграле и в #--2%', мы представим эту сумму 


в виде: 
2% 0 


| 
“ш м и) 


2% 


(и -- 2) 
Те -ЕЗо) 


или, принимая во вниманиё периодичность функции / (и), в виде: 
` 2% | 


— Л) | 
) 2 а) ди. 


25 
Ле) 
97%)” 
рону ОА; при этом функция /(и) возвращается к своему иачальному 


значению, и следовательно, изменение логарифма 1.08 [1(и}} равно 
— 2т»пё, где т, — целое число. Следовательно, сумма интегралов, взятых 


Интеграл 4и равен изменению 1.08 [1 (и)|, когда и описывает сто- 


1 
вдоль противоположных сторон ОД и ВС, равна эр тут, 


Точно так же мы могли бы убедиться, ‘что сумма интегралов, взятых 
вдоль АВ и СО, равна Зт4ю. Следовательно, рассматриваемая разность 
равна 27 -- 21,0’, т. е. периоду. о | 
Это предложение относится также к корням уравнения /(и) =С, 
‚ где С — произвольное постоянное, заключающимся в параллелограме 
периодов; доказательство такое же, как и выше. | 
‚ 4. Между каждыми двумя эллиптическииия функциями с одинако- 
выми периодами существует алгебраическое соотношение. 
Пусть будут / (и) и Л (и) эллиптические функции, имеющие одина- 
ковые периоды 2% и 2%’. Рассмотрим в параллелограме периодов 
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точки 41, 45...) @ж являющиеся полюсами для одной или для дру- 
гой ‘из функций / (и), У, (и), или для Обенх сразу, пусть будет в, наи- 
высший порядок кратности ‚полюса а, для этих двух функций; положим 
шею ---... + Н„=М. С другой стороны, пусть будет Р(х, >) це- 
лый многочлен и-Йй степени с постоянными коэфициентами. Если мы 
заменим в этом многочлене х иу, соответственно, через (и) и ЛХ (#), 
то результат будет. новою эллиптическою функциею Ф (и), полюсы ко- 
торой суть тблько точки 4, а.,..., а» или те точки, которые мы 
получим, прибавляя один из периодов. Чтобы эта функция Ф (и) при- 
водилась к постоянному, необходимо и достаточно, чтобы главные ча- 
сти в области каждой из точек 4., а.,..., а„ были равны нулю. Но 
для функции Ф (и) точка а; есть полюс не выше ин;-го порядка. Сле- 
довательно, выражая, что все коэфициенты главных частей равны нулю, 
мы получим всего не более 


ти... в) = М 


однородных и линейных соотношений между коэфициентами много- 
члена Р(х, у), причем член, не зависящий от х и у, в них не войдет. 


п(п-|- 3) 
Число этих коэфициентав равно — 5 р если мы возьмем и настолько 
большим, чтобы было п(п-- 3) > 2М№, или п-+- 3`>2М, то мы полу- 
чим систему однородных линейных уравнений с числом неизвестных, 


большим числа уравнений. Эти уравнения всегда имеют систему реше- 


`ний, отличную от нуля. Если Р(х, у) есть полученный таким образом 


многочлен, то эллиптические функции }(и), / (и) удовлетворяют алге- 
браическому соотношению: 


Е), | Л (и) == С, 
где С — постоянное. 


Примечание. Прежде чем оставить эти общие предложения, сделаем еще иесколько заме- 
чаний, которыми мы будем пользоваться в дальнейшем. 

Однозиачиая фуикция называется четною, если / (— и) = }(и); функция называется нечетною, 
если /(—и)=—{и). Производная от четной функция есть нечетная функция, и производная от 
иечетной функции есть функция четная. Вообще, производные четного порядка от четной функции 
суть сами функции четные, а производные иечетного порядка — нечетные функции. Обратно, про- 
изводные четного порядка от иечетной функцин суть нечетные функции, а пронзводные нечетного 
порядка — четные функция. 

Пусть будет /(и) иечетная эллиптическая функция. Если 1 есть полупернод, то одновре- 
меиио должио быть 1{()=—/(—%) и /()=/(—%), так как #= —ш-- 2%; следовательио, /(%} 
равно нулю илн’бесконечности, т. е. & есть нуль или полюс функции /(и). Порядок кратности 
этого иуля или этого полюса необходнмо иечетный; если бы 1 было нулем четного порядка 2п 
фуикции /(и), то производная /(27) (й), которая есть иечетная функция, была бы голоморфна в 
отлична от нуля при #=10; если бы № было полюсом четного порядка функции / (и), то оно было 
бы иулем четиого порядка функции 7` Таким образом всякий полупериод есть нуль или по- 
люс нечетной эллиптической функции. 

Если четная эллиптическая фуикция /(и) имеет полулериод 2 лолюсом или нулем, то поря- 
док кратности этого полюса или этого нуля есть четное число, В самом деле, если бы м было, 
например, иулем нечетиого порядка 21--1, то оно было бы нулем четиого порядка производ- 
ной /'(1и), которая есть иечетная функция: то же имеет место и для полюсов. Так как удвоениый 
период есть также период, то все вышензложенное отиосительио полупериодов применимо также 
и к самнм периодам. 


320. Функция р и. Мы уже указали, что всякая эллиптическая функ- 
ция имеет в параллелограме периодов по крайней мере два простых 


полюса или двойной полюс. В обозначении Якоби за простые эле- 
менты берут функции, имеющие в параллелограме периодов два про- 
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стых полюса. В обозначеиии Вейерштрасса за простой элемент берут 
эллиптическую функцию, имеющую в параллелограме периодов только 
один двойной полюс; так как вычет должен быть равен нулю, то глав- 


ная часть в области полюса @ должна иметь вид: т Чтобы окон- 
чательно определить условие задачи, достаточно принять А=:1 и 
предположить, что полюсы функции суть точка и==0 и все точки-пе-- 
риоды 2 == 2тю -- 2т'и!. Таким образом мы приходим прежде всего” 
к решению следующей задачи: 

Найти эллиптическую функцию, имеющую полюсами второго по- 
рядка все точки 2 = Это -- Эт’, где т и т — произвольные целые 
цисла, не имеющую других полюсов и притом такую, чтобы главная: 


1 
часть в области точки 2% была ———. 
{#— 2%) 
Прежде чем мы приложим к этой задаче общий метод $ 313, дока- 
жем сначала, что двойной ряд 


! 1 
> то тот ° 21} 


где ти т’ принимают все целые значения от — со до -- сю кроме 
т=—т!=—=0, — сходящийся, если показатель в есть положительное 
цисло, большее, чем 2. Рассмотрим треугольник с вершинами в точ- 
ках и=0, и= то, и== то -- то’; стороны этого треугольника, соот- 
ветственно, равны |1 |, | о'|, | по -|- т'ю'|. Следовательно, мы имеем! 
соотношение: 


рт т = т | ют” | ®' [2 — 2тт! | в’ | с0$0, 
где 0 есть угол между направлениями '0%, 0%’ (0 <0< п). Обозначим 


для краткости [в |= а, |®'|=6 и предположим, что 4=8. Предыду- 
щее соотношение можно представить иначе в виде: 


о - т’ |2 == та? -|- та -- 2тт’аё со$8, 


п п , 
где 9 =8, если =5, и 9—п— 6, если 0 > д } Этот угол $ не мо- 


жет быть равен нулю, так как-три точки 0, ®. ' не лежат, на одной 
прямой, и потому мы имеем: 0 = с0$8 << 1. Далее, 
[то т’! [р ==(1 — с0$0) (12а? -- т!26?) -- с0$8 (та т'Б?, 
следовательно, 
1то -- м’ [2 = 1 Ш— сз ) (та? -- т? 8?) > (1 — с0$6)а? (т? -- т”). 


Отсюда следует, что члены ряда (21), соответственно, меньше или равны 


! 1 ра . . 
членам ряда ——— |2. Умноженным на постоянный множитель, 
т? -- т? . 


- 


а мы знаем, что этот последний ряд — сходящийся, если показатель 
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1 (т. Г, $ 163). Следовательно, ряд (21 — сходящийся, если и =3 
9 р 


или и—4. На основании доказанного выше результата ($ 313) ряд 


$ (и) = и | У [. ! ь ] (0 — ть -- т’) 


и— 2 щи 


представляет мероморфную функцию, имеющую те же полюсы и те же 
главные части, как и искомая эллиптическая функция. Докажем, что 
эта функция ф(и) действительно имеет периоды 2® и 2%'. Рассмотрим 


сначала ряд ‚. 
_ г 1 . 1 
| у | (2 = — Вы] у 


где 2 —=2то -|- 2т'®', и суммирование распространяется на все целые 
значения 7 и М кроме т==и! =0 и т=—1, т =0. Этот ряд —' 
абсолютно сходящийся, так как это — тот же ряд $ (и), в котором мы 
заменили и через — 2, отбросив, вместе с тем, два члена. Рассматри- 
вая его как двойной ряд и вычисляя отдельно каждую из строк таб- 
лицы, легко показать, что его сумма равна нулю. Следовательно, вычи- 
тая этот ряд из Ф(и), мы можем представить $ (#} еще так: 


1 1 ‚1 р: 
ии з= У [от зе] | 


тде комбинации (т ==т' ==0), (т= —1, т’ ==0) попрежнему исклю- 
чаются при суммировании. Изменим теперь и в и— 2%; мы получим: 


1 Ч! 1 1 
9 — 29) => +у, [5—5 —5=#— ет 


тде при суммировании исклюёена только одна комбинация (т ==— 1, 
т’ —— 1). Но правая часть этого равенства тождествениа с ф(и). Сле- 
довательно, эта функция имеет период 2%; точно так же мы могли бы 
показать, что оиа имеет период 2%". Это — та функция, которую Вейер- 
титрасс обозначает знаком ри и которая, таким образом, определяется 
равенством: 


1 "Г 1 1 
вв). [= эвя-вя| (ито --ийи). (22) 


1 
Если в разности Ри —- 2 мы положим и==0, то все, члены двойной 


<уммы будут равны нулю, и эта разность также равна нулю. Следова- 
‘тельно, функция фи обладает следующими свойствами: . 

1. Она — двоякопериодическая и имеет ‘полюсами все точки 2% и 
притом только их. 


` 1 
2. Главиая часть в области начала координат равна 2. 


3. Разность р — равна нулю. при #==0. 
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Эти свойства вполне характеризуют функцию юи. В самом деле, 
всякая функция }(и), обладающая двумя первыми свойствами, отли- 
чается от фи только на постоянное, так как их разность есть двояко- 
периодическая функция, не имеющая ни одного полюса. Если функция, 


сверх того, такова, что Х(и) —=0 при и=0, то (и) —еи==0 при 


1=—=0; следовательно, /(и} == фи. 

Очевидно, что функция р (—#) обладает теми же тремя свой- 
ствами; следовательно, ю(— и) ==юи, и функция ри — четная, что не- 
трудно усмотреть также из формулы (22). 

Рассмотрим тот период, модуль которого наименьший; пусть будет 8 
этот модуль. В круге С; с радиусом, равным 8, с центром в начале 


координат разность и — 5 голоморфна, и ее можно разложить по 


положительным степеням переменного #. Разложение общего члена 
ряда (22) по степеням переменного и дает: 


1 1 2и (пи 
и — 2 = + “+. “Роли на | .-.; 
(и— 2“) 44; (2%) вы (25) 
+41 бе: 5 6 
заменяя все множители отв бльшим числом Тб’ нетрудно убе- 
диться, что этот ряд имеет мажорантой Выражение 
5 си 
16| 18| и’ 
| м | 
и 2. 
и, тем более, выражение, которое получим, изменяя ее в1— з` 


Так как ряд у Гав СХолящийся, то отсюда следует, что мы имеем 


право складывать почленно получающиеся целые ряды (8: 263). Коэфи- 
циенты при нечетных степенях переменного й равны иулю, так как 
члены, происходящие от противоположных по знаку периодов, взаимно 
уничтожаются, и мы можем представить разложение функции фи в виле: 


аи и... ..., (23) 
т Г Г ) 
“3 о «—5)) {26° **° (24) 
зи 
Н-П рав › 


Тогда как формула (22) применима во всей плоскости, разложение {23) 
имеет место только внутри круга С; с центром в начале координат, 
проходящего через наиболее близкую точку-период. 
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Производная ф’и есть также эллиптическая функция, имеющая по- 
люсами третьего порядка все точки 2%; она представляется во всей 
плоскости разложением в ил 


и — а? у аа. (25) 


Вообще, производная л-го порялка ри есть эллиптическая функция, 
имеющая все точки и ==.2 полюсами (п-- 2)-го порядка: 


и 
о 
+ (— 11.2... и-- пу ааа (26) 


Предоставляем читателю доказать сходимость этих разложений, 
что нетрудно ‘сделать, основываясь на доказанных выше свойствах 
($ 290 и 312). 

321. Алгебраическое соотношение между юии и. На основании 
общей теоремы ($ 319) между функциями ри и 'и существует алге- 
браическое соотношение. Его нетрудно получить следующим образом. 
В области начала координат по формуле (23) имеем: 


5 | 
ие чей... 


8. 


4 
ити 16с с... 


(9 и)3 — 2-84 +3, ..., 


причем все остальные члены равны нулю при и==0. Следовательно, 
разность ю"?и — 4ю3и имеет точку и==0 полюсом второго порялка, и 
в области этой точки мы имеем: 


20с 
е’?и им 28е.-... 


причем остальные члены равны нулю при и==0. Таким образом эллип- 
тическая функция — 206, ри — 28с, имеет те же полюсы с теми же 
главными частями, как и эллиптическая функция ©’ — 4403, и их раз- 
ность равна нулю при и==0. Следовательно, эти две эллиптические 
функции тождественны между собою, и мы приходим к искомому со- 
отношению, которое можно представить в виде: 


(р'и)? —= 43! —2ури—д; (27) 


й ! 1 \4 г 1 \6 
&=20е, = 60) (5=) = 28а, = 140 У) (55) 


Соотношение (27) — основное в теории эллиптических функций; 
количества &., 2, называются инвариантами. 


где 
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Все коэфициенты с, разложения (23) суть целые функции инварнан- 
тов 2., &3; В самом ‘деле, из соотношения (27) получаем, взяв произ- 
водные и деля на 2 ош: 


р’и = 6—9. (28) 
С другой стороны, в области начала координат мы имеем: 
6 
и 2, -- 12 си? |... + (2^— 2) (2) — 3) с и?*—*--..., 


заменяя в соотношении (28) функции фи и Ю"и их разложениями и 
приравнивая между собою коэфициенты при одинаковых степенях и, мы 
получим рекуррентное соотношение: 


3 
Иа у се, =, 3,..., (0—2). 


Пользуясь этим соотношением, мы можем последовательно выразить все 
коэфициенты с, через с, и с. и, следовательно, через 2, и &3; таким 
образом, мы находим: 


ЕСИ ва = ... 
4—54.3.585° = 54.5.7.1 


Отсюда вытекает то замечательное алгебраическое предложение, что все 


суммы у, {бей выражаются целыми функциями двух первых. 


Мы знаем корни выражения ф'и без всякого вычисления. Эта функ- 
ция, будучи третьего порядка, имеет в параллелограме периодов три 
корня. Так как она нечетная, то она имеет корни и=%, и=0', 
и—=0"—ю--и' ($ 3819, примечание). Из соотношения (27) заклю- 
чаем, что корни уравнения 403 —8.ф —- <. ==0 суть не что иное, как 
значение функции фи при и==®, ®', ©”. Эти кории обозначают через 
ел, е›, 6: 


— —_ 7 „_ ” 
е —=ф®, е==фю’ е=фи’. 


Эти корни различны. В самом деле, если бы, например, было е, ==е», 
то уравнение фи—=е, имело бы внутри параллелограма периодов двз 
двойных корня ® и ®', что иевозможно, так как юри — второго порялка. 
Мы имеем также: 


4 Зи — в ори— 8—4 (фи —е)(фи—е,) (фи — сз}, 


и между инвариантами 25, 23 и корнями е:, е,, е; мы имеем соотношение: 


а е, Е ез=0, вле, -|- еле; Е ее; == — 


е вое =— 


8 8 
4’ 4 ° 


1. 
Дискриминант — г6 (8.3 — 278;2) необходимо отличен от нуля. 
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1 
322. Функция 6 и. Интегрируя. функцию юий — вдоль какого-нибудь 


пути, выходящего из начала координат и не проходящего ни через 
один из полюсов, мы получим соотношение: 


1 __ ! 1 1 и 
| | (6-5) и—— ее -Н у 
0 


Ряд, стоящий в правой части, представляет мероморфную функцию, 
имеющую полюсами первого порядка все точки и =2% кроме и==0. 


Изменяя знак н прибавляя дробь — , положим: 
и 


т Г 1 .1 и ]. ` 
би. У ’ 2) 


тогда предыдущее соотношение можно представить в виде: 


(учит, (30) 
0 


й2 


и, взяв производные от обеих частей, получим: 
би— — ри. (31) 


Из той или другой из этих формул легко видеть, что функция би — 
нечетная. На основании разложения (23) и формулы (30) в области 
начала координат имеем: 


1 Г 
—— —_ 8 8—8 и 
и : 31 5 -... 


Функция & и не может иметь периодов 2% и 2%', так как она имела 
бы в параллелограме перкодов только один полюс первого порядка. Но 
так как функции (и 2%) и &и имеют одну и ту же производную ` 
— фи, то эти две функции могут различаться только на постоянное; сле- 
довательно, когда аргумент и возрастает на период, функция &и воз- 
растает на постоянное количество. Нетрудно получить выражение этого 
постоянного. Для большей ясности представим формулу (30) в виде: 


1 1 
ыы 
0 


изменяя иви-|-25 и вычитая обе формулы, получим: 
. и--25 | 
Си 2) би | род. 


и 
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Положим 
и 2% #--2° 


21=— — | Ф949, 21 =—— | фо 4; 
и и 


ци — постоянные, ‘не зависящие от нижиего предела и пути инте- 
грирования. Это последнее положение очевидно а р!ой, так как все 
вычеты функции Ф® равны нулю. Следовательно, функцуя & и ‚удовле- 
творяет двум соотношениям: 


(и 2%) = би 24, б(и-Ё 20) =би- 2. 


Полагая в этих формулах и=— ® или и=— ®', получим 1==650, 
= би". 

Между: четырьмя количествами ‘®, ®', 1, 1' существует весьма про- 
стое соотношение. Чтобы его получить, нужно только Вычислить двумя 


способами’ интеграл. | сии, взятый вдоль парадлелограма с вершинами 
шо, щ-- 20, ши 20 22%, ш-- 2’. Предположим, что би не имеет 
в 

. (о 

ни одного полюса на контуре параллелограма, и коэфициент при в т 


положителен, так что, описывая. контур этого параллелограма в прямом 
направлении, мы встретим эти ‘вершины в том порядке, как они приве-- 
дены выше. Внутри этого контура есть только один полюс функции би. 
с вычетом, равным --1; следовательно, рассматриваемый интеграл ра-- 
вен 217. С другой стороны, сумма интегралов, взятых вдоль стороны, 
соединяющей вершины #, и-- 2%, и вдоль противоположной стороны», 
равна (см. $ 319): 
ш-- 2 
[и — $ (и-|- 2%')] ди = — 41; 
#9 


точно так же можно убедиться, что сумма интегралов, взятых вдоль двух 
других сторон, равна 4%’. Таким образом мы приходим к искомому 
соотношению: 


'1 — 1 == 5 4. (32) 
и-+- 2 


Вычислим еще определенный интеграл Р (и) = | ро49, взятый 


73 
вдоль какого-нибудь пути, не проходящего ни через одии из полюсов. 
Мы имеем: 


Р\и) = 5 и-- 20) —би==21, 
так что Р(и) имеет вид: Е(и) =21и--К, где постоянноё К определено“ 
лишь до кратного 21}, так как всегда можно так изменить путь инте- 


грирования, не изменяя его концов, чтобы интеграл увеличился на лю- 
бое кратное 2п{. Чтобы найти это постоянное К, вычислим определен- 


! 
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о 


ный интеграл | (#1) 49, взятый вдоль пути, весьма близкого 
—® 
* прямолинейному отрезку, соедиияющему точки ® и —®. Этот инте-. 
грал равен нулю, так как можно заменить путь интегрирования прямо- 
линейным путем, и элементы нового интеграла попарно взаимно уничто- 
:жаются. Но, заменяя и через — ш в формуле для Р(и), имеем: 
+ ® 


| бод = — 21 К, 
о | 
+ . 
1 . . 
:а интеграл | ет 49 —=-- пр, так что можно положить А’ == 24 --: пё, Сле- 


—= 
довательно, если не делать никакого предположения относительно пути 
‘интегрирования, то мы; вообще, имеем: 


и-- 20" 
боа7=21 (и -- ©) + (2т-- 1) п (33) 
и 
тде м — целое число; аналогичную формулу мы получим для инте- 
и-- 2! 
‚грала | боа=.. 


. 


к 
1 
323. Функция си. Интегрируя функцию ви — я вдоль какого-нибудь 


чтути, выходящего Из начала координат и не проходящего ни через 
«дин Из полюсов, имеем: 


Ге -дывн] 


‘и следовательно, 


и 
Г(с“-) Чи и и -- Е 


пеб =и № (1—5) ви, (34) 
2% 


Целая функция, стоящая в правой части, есть простейшая из целых 
функций, имеющих простыми корнями все периоды 2%. Эта функция 
обозначается через би: 


==и Ш (1-55). (35) 
\ 2щ 
Равенство (34) можно представить в виде: 


ее)“ , 


си = иеб (34615) 
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и, взяв логарифмические производные от обеих частей, получим: 


би 1 1 
—_=— и --= и. 36 
ии +® и (36) 
Функция си, будучи целою функциею, не может быть двоякопериоди- 
ческою; когда аргумент возрастает на период, она получает показатель- 
ный множитель, который можно определить следующим образом. На- 
пример, из формулы (3461$) получаем: 
и-- 2 й и+-2® 
би——) аи биаи 
си 28) _и-- 0, Г( г) Г 
и 


=-е 
би 


этот интеграл был вычислен выше, и мы имеем: 
б (и + 20) = е21 (и+о)+2т+1 = Си — — от@+о) сц, (37) 
Точно так же получим формулу: 
с (и + 2%) = — е2"' @+% ви. _ (38) 


Из формул (35} или (34$) видно, что функция ви — нечетная. 

Если мы разложим функцию си по степеням переменного и, то по- 
лученное разложение будет применимо во всей плоскости. Нетрудно 
показать,. что все коэфициенты разложения суть целые функции от 85 
и 2.. В самом деле, мы имеем: 


[1 


м в Ш Я м 
Дер и= 3.4“ 5.64 ... 2—1“ ие 


Мы видим, что’ разложение не содержит члена с и3, и каждый коэфи- 
циент есть целая функция от коэфициентов с,, а следовательно, и от 
инвариантов &, и 8,; первые пять членов разложения — следующие: 


8 2. 82из вип 9 
24.3.5 1 93.3.5.7  99.32.5.7 21.32.52.7.11  **“* (39) 


Три функцин фи, $и, си суть основные элементы теории эллиптиче- 
ских функций. Две первых получаются из ви при помощи соотноше- 


би—й— 


оц 
ний би — — ри и. 
5 сд = |4 


324. Общее выражение эллиптических функций. Всякую эллиптиче- 
скую функцию Х(и) можно выразить или’только через функцию си, или 
через функцию би и ее производные, или через функцию би и би. 
Мы изложим кратко эти три способа. . . 

1. Выражение функции }(и) через функцию сви. Пусть будут а, 
а›,..., а, нули функции Х(и), лежащие в параллелограме периодов, 
11 Э. Гурез, т. П, ч. 1. 
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и 2:, 6,,..., 8, — полюсы функции (и), лежащие в том же паралле- 
лограме, причем каждый из нулей и полюсов считается столько раз, 
каков его порядок кратности. Между этими нулями и полюсами суще- 
ствует соотношение: 


ана... На =ь НЫ... +. 29, (40} 
где 29 — период. Рассмотрим функцию 


___ в (и— а) 9 (и— а.) ... в (и—а,) 
и Ви В) ош. 50° 


Эта функция имеет те же полюсы и нули, как и функция / (и), так как 
единственными нулями множителя б(и— а) будут и=а, и значения и, 
отличающиеся от а, на период. С другой стороны, функция ф(и) — 
двоякопериодическая, так как, изменяя, например, и в и-- 2%, мы на 
основании соотношения (37) найдем, что числитель и знаменатель функ- 
ции $ (и) получат, соответственно, множители: 


(— 1 " е2% (пи--по —и—а:—...— @п) , (— 1)” е2в(пи-{ пов -В.-...—т- 29) 


а на основании соотношения (40) эти множители между собою равны. 
Точно так же мы убедились бы, что ф (и -- 2') == ф (и). Следовательно, 
и 
частное м есть двоякопериодическая функция от и, не имеющая ни 
ф 


одного полюса, т. е. оно есть постоянное, и мы имеем: 


в (и — а.) 6 (и—а.)...с(и—а,) 
в(и— 6.) (и—6,)...с(и— В, — 29) * 


(и) =С (41} 


Чтобы определить постоянное С, достаточно дать переменному и зна- 
чение, отличное от полюса и от нуля. 

Вообще, чтобы выразить эллиптическую функцию / (и) через функ- 
цию си, когда известны ее полюсы и нули, достаточно выбрать и ну- 
лей (а.', а,',..., а) и п полюсов (6.!, 6,',..., 6) таким образом» 
чтобы всякий корень функции 1 (и) равнялся одному из количеств а/, 
сложенному с периодом, и всякий полюс }(и) равнялся одному из: 
количеств 2/, сложенному с периодом, и чтобы, сверх того, было 
УЧ! = УВ’. Эти полюсы и нули могут быть расположены в плоскости 
произвольно, лишь бы только они удовлетворяли предыдущим условиям. 

2. Выражение функции }(и) через функцию ви и ее производные. 
Рассмотрим А таких полюсов а, а›,..., а, функции (и), что всякий 
другой полюс получается от прибавления периода к ‘одному из преды- 
дущих; например, можно взять полюсы, расположенные в одном и том 
же параллелограме, но это не необходимо. Пусть будет 


А® А® у АО 
а Гела *`" Ги-ай 


(и — а," 


главная часть функции (и) в области точки а,. 
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Разность 
[2 
ли — У [Ари фа) Аи —а) +... 
1=1 


(—1)-040 
—_ и ии (и—а ‚| 
... } 
1.2... (п —1) 
есть функция, голоморфная во всей плоскости. Сверх того, это — двоя- 
копериодическая функция, так как при изменении и в и--2ю эта 
функция возрастает на —21 ХА, а это количество равно нулю, так 


как ХА представляет сумму вычетов в параллелограме периодов. Сле- 
довательно, рассматриваемая разность равна постоянному, и мы имеем, 


& 
г =с+- У | 40 $(и— а) — АО Я (и а)... 
1=1 


—1 а о 21-0 (и—а | . 42 
...-Н( } 1.2... (1—1) ( 1) ( ) 


Эта формула принадлежит Эрмиту. Чтобы было можно ее применять: 
необходимо знать полюсы эллиптической функции }(и} и соответствую- 
щие главные части. Подобно тому как формула (41) аналогична фор- 
муле, дающей выражение рациональной функции через частное двух 
многочленов, разложенных на их линейные множители, формула (42) 
аналогична формуле, дающей разложение рациональной дроби на про- 
стые элементы. Роль простого элемента играет здесь функция 6 (и — а). 

3. Выражение функции (и) через функции фи и ю'и. Рассмотрим 
сначала четную эллиптическую функцию (и). Нули этой функции, 
отличные от периодов, попарно. противоположны. Следовательно, мы 
можем найти п таких нулей (а, а5,..., а,), чтобы все остальные 
нули, отличные от периодов, заключались в формулах: 


а +2“, -Ба,--2,..., а 2. 


Например, можно взять параллелограм с вершинами в точках ® + о", 
и" —ю, —®ю—@', ю—®' и рассмотреть нули, лежащие в этом парал- 
лелограме по одну сторону какой-нибудь прямой, проходящей через 
начало координат. Если нуль @, не равен полупериоду, то мы повто- 
рим его в последовательности 4-, а.,..., а, столько раз, сколько еди- 
ниц в его порядке кратности. Если же, например, нуль а; равен полу- 
периоду, то это есть нуль четного порядка 2г ($ 319, примечание), мы 
повторим этот нуль в последовательности 4, @,,..., @, только г раз. 
. Произведение 


(ри — Ва, (ри— ра,) ... (фи—ра,) 


имеет те же нули, как и функция У(и), и с теми же степенями кратно-. 
сти, если только не будет }(0)=0. Точно так же составим другое 
произведение: | 

(ри—|2)) (91 —56,)... (и —06,,), 
11* 
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имеющие нулями полюсы функции /(и) и с тою же степенью кратно- 
сти, не считая точек-периодов. Положим 


(фи— ра) (ви— ро.) ... (фи—рва,) . 


(и) = ; 
ы (ри— ЮВ) фи 06,)... Фи р6,) 
частное МЕ есть эллиптическая функция, имеющая конечное значение, 


отличное от нуля, при всяком значении переменного и, не равном 
периоду. Эта эллиптическая функция приводится к постоянному, так 
как она могла бы иметь полюсами только периоды, а если бы это было 
так, то обратное выражение не имело бы полюсов. Следовательно, мы 
имеем: 


(и— ра.) (фи—фа,)... (ви—юа,) 
= С "_. 
(и) (еи—2,) (юри — 0.) ... (ви —6,,) 

Л (и) 


Если № (и) есть нечетная эллиптическая функция, то =.,— есть 

1 , о’ 
четная функция, и следовательно, это частное есть рациональная функ- 
ция от юи. Наконец, произвольная эллиптическая функция Р(и) есть 


сумма четной и нечетной функций: 


в -- Е КЕЯ  Р—РСЯ, 


применяя предыдущие результаты, мы видим, что всякую эллиптическую 
функцию можно представить в виде: 


Е (и) =К(фи) - ош К, (фи), __ (43) 


где Ки К — рациональные функции. 

325. Формулы сложения. Формула сложения для функции зшлх дает 
выражение функции $ (а - 5) через значения этой функции и ее про- 
изводной при х=а и х==ё. Такая же формула существует и для 
функции и; только выражение ю(и--9) через фи, юу, в’, ю’о не- 
сколько более сложно, так как в него входит делитель. 

Применим сначала общую формулу (41), в которую входит функ- 
ция си, к эллиптической функции фи — ®9. Непосредственно видно, 
в (и + э) 6 (и— 9) 

5?и 
и полюсы, как и функция Ю и -— ®9. Следовательно, мы имеем: 


что есть эллиптическая функция, имеющая те же нули 


с(и-- 9) с (и— т) 


ви—ро=С Ро 


Чтобы определить постоянное С, достаточно умножить обе части этого 
равенства на 0*и и приближать и к нулю. Таким образом получим со- 
отношение: 1 == — Со?9, откуда находим: 


в(и-|-- 9) < (и— 9) 


021 029 (44) 


ри—ут—— 
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Возьмем от обеих частей логарифмические производные, рассматривая © 
как постоянное, а и как независимое переменное. Мы получим: 


и . . 
арии) 5 9) —24и; 
переставляя в этой формуле и и 9, будем иметь: 
9 а 
ри %) Е (4—9) — 25. 
Наконец, складывая обе формулы, придем к соотношению: 


1 ви — юз 


и рЬь, (45) 


представляющему формулу сложения для функции би. 
Диференцируя обе части по и, мы получили бы выражение для 


№ (и-- 9); правая часть будет содержать вторую производную "и, ко- 
торую надо заменить через 6 и — Вычисление несколько длинно, 


и мы придем к результату более изящным путем, доказав предвари- 
тельно формулу: 


(и) + ри рэ (и - 9) — и— 6}. (46) 


Будем рассматривать попрежнему ш как независимое переменное. 
Обе части |суть эллиптические функции, имеющие полюсами второго 
порядка и=—=0, и==-—9 и все значения, которые получим, прибавляя 
к этим значениям периоды. В области начала координат имеем: 


1. 
в(и-Ну) —би— бо=—боизи-|...— би—бо=— | ибо аш --..., 
и следовательно, 


ео шо ь —20— аи-[. .. 


1 
Главная часть есть а’ как и у левой части (46). Сравним также между 


собою главные части в области полюса и= — 9, Полагая и=— о-#, 
будем иметь: 


оо ибо +.. ., 


[ии р 249+... 


Следовательно, главная часть правой части формулы (46) в области 


точки и=-_® есть ‚ как и у левой части. Из этого следует, 


1 
(#—- э) 


что разность между обеими частями может быть только’ постоянным. 
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Чтобы вычислить это постоянное, сравним между собою разложения, 
например, в области начала координат. В этой области мы имеем: 


шо) ри ро 2 о-Рирю-[... 


Сравнивая это разложение с разложением функции [5 (и-Н о) — и — б9]?, 
мы видим, что при и==0 разность равна нулю. Следовательно, фор- 
мула (46) доказана. Из сравнения формул (45) и (46) получаем фор- 
мулу сложения для функции фи: 


1 уюи—юю\? 
и о и =]. 47 
о (47) 
326. Интегрирование эллиптических функций. Формула разложения, 
данная Эрмитом, применима непосредственно к интегрированию эллип+ 
тической функции. В самом деле, из формулы (42) получаем: 


в 
| аи = Си-- У. АОТ.ов [6 (и — а,)] — АЭ5(и—а)--... 
1=1 , 


(9 
| п Ан оп; —2 
„.е-- (— 1)" (п! (и— а). (18) 


Мы видим, что интеграл от эллиптической функции выражается через 
те же трансцендентные функции ©, &, ю, как и сама эллиптическая 
функция, но функция си может входить в это выражение под знаком 
логарифма. Чтобы интеграл от эллиптической функции был также эллип- 
тическою функциею, необходимо прежде всего, чтобы интеграл не имел 
логарифмических критических точек, т.е. чтобы все вычеты А были 
равны нулю. Если это будет так, то интеграл есть мероморфная функ- 
ция; чтобы она была эллиптическою, ‘достаточно, чтобы она не меня- 
лась при прибавлении периода, т.е. чтобы было 


2бо —21 У, Аф-=0, 2—2 У А@=0, 
й 1 
откуда С =0, У.40=0. Если эти условия удовлетворяются, то инте- 
1 


грал представится в виде, соответствующем теореме Эрмита. 


Если эллиптическая функция, которую надо интегрировать, выражена через фи 
и ®'и, то часто выгодно исходить из этой формы, вместо того, чтобы пользо- 
ваться общим методом. Пусть требуется проинтегрировать эллиптическую функ- 


м 
цию А (ри) е’иЮ, (ви), где Ю и Ю, — рациональные функции. Интеграл \Ю(оде’чан 
нас не затруднит, так как заменою переменного и == мы приведем его к инте- 
Тралу от рациональной функции. Что касается интеграла \ юе и) ви, то можно 


было бы привести его операциями рационального вида вместе с наллежащими 
интегрированиями по частям к иекоторому числу типических интегралов; но это 
было бы равносильно повторению в другом виде вычислений, уже сделаиных ра_ 
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нее (т. 1, $ 100). В самом деле, сделав замену переменного ви = получим 
ки 4и = Ч или 
а _ [113 . 
и ув а’ 
и интеграл (ю@ и) аи принимает вид: 
__ К 
Иа — >м-—& 


Мы видели, как можно разбить этот интеграл на рациональную функцию от 
и от корня У 4В — в — в:, на сумму нескольких интегралов вида: 


4 = 


а. 


__ Ма Е 
ИВ в 48 — 51 — 83’ 
и наконец, на несколько интегралов вида: 


( о а 
1 Р() У48— 21 — 83 
где Р(В — многочлен, первый со своею производною ис 48 — 25 — щ,а 0(0— 


первый с Р(Ё) и низшей степени. 
Следовательно, возвращаясь к переменному и, мы видим, что интеграл 


\ ® (4) 4и равен рациональной фуикции от фи и ю’'и, сложенной с интегралами 


< 


вида \ вид 4и и с другими интегралами вида: 


[9] О (ваш 
Рфа ’ 


причем это приведение можно выполнить рациональными операциями (умноже- 
ниями и делениями многочленов) вместе с некоторыми интегрированиями по 
частям. 

Нетрудир получить рекуррентную формулу для вычисления интегралов 


(49) 


„= \ и аи. Заменим в соотношении 
4 
с Фи’ = (п — 1) нда ри | (ри 


производные ю’и и ю”и, соответственко, через 4 ю3и — вюи— иб 5 ; 
$ З 8; 


Гасполагая результат по степеням ю и, готучим: 


е [фри] — (и --2) (рии: — ("— —5 .) 8 (в и)" — (п Ш— 1) 8 (ви; 


отсюда, интегрируя обе части, будем иметь: 


, 1 
рт прии = 4 +2) и (55 ) вн — (п Па -. (50) 
Полагая в этой формуле последовательно п —=1, 2, 3,..., Мы выразим один 
за другим все интегралы через два первых д —=л, Ц =— би. 


Чтобы провести дальше приведение интегралов вида (49), наго знать корни 
многочлена Р (В. Если эти‘корни известны, то мы приведем задачу к вычислению- 
нескольких интегралов вида; 

ай 


еи— ЮО’ 
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где юо отличио от ве, га, ез, так как многочлен Р (8) — первый с 48 — 22 — 23. 
Следовательно, значение о не равно полупериоду, и ®'о отлично от иуля. Тогда 
из выведенной выше ($ 325) формулы 


био (и —э) — Жо 
будем иметь: 


а — 
[рот ро ово о) — (и) — ис С. (51}. 


327. Функция 6. Ряды, которыми мы определили функции ю и, (и, ви, в том 
числе и разложение в целый ряд функции си, пригодное во всей плоскости, мало’ 
удобны для нахождения численных значений. Основатели теории эллиптических 
фуикций, Абель и Якоби, ввели другую замечательную трансцендентную функ- 
цию, которую уже встретил Фурье в своих работах по тесрии тепла и которую 
можно разложить в ряд, весьма быстро сходящийся; это — функция 6. Мы выве- 
дем кратко оснозные свойства этой функции и покажем, каким образом можно 
из нее легко получить функцию си Вейерштрасса. 

Пусть бугет т мнимое количество: т=и-+ 5), где коэфициент $ при # по40- 
жителен. Обозначим через у комплексное количество; функция 8 (5) определяется 
разложением в ряд: 


< (++) ели 
У ет, дней, (52) 
© 


который можно рассматривать как ряд Лорана, где 2 заменено через е=®. Этот 
ряд — абсолютьо сходящийся, так как модуль И» его общего члена равен: 


(/ —е —=5 ("+ (2п--1)=8 
в— , 


если о==а-- М; мы видим, что “/О, при неограниченком возрастании числа в 


по положительным значениям стремится к нулю; то же имеет место и для и О „- 


Следовательно, 0 (5) есть целая трансцендентная функция переменкого о. Это — 
нечетная функция; в самом деле, если мы соединим члены ряда, соответствующие 
значениям указателя пи п— 1, причем будем изменять п от 0 до -| со, то мы 
заменим разложение (52) следующим: 


+ 1 


(= УИ" а((+3) за (2 -|- 1) п; (53) 
0 


отсюда видно, что 
6(—-9=—8%), 6®=0. 


Когда о возрастает на единицу, общий член ряда (52) получает множи- 
тель е@п+8 =! — 1. Следовательно, 8 (о -- И==-6(9). Изменим ову-Ё1; мы 
получим новый ряд, причем простого соотношения между рядами здесь непо- 
средственно не видно. Но мы имеем: 


ое 1 . 
1 (= 5) +27 +1 (ит, 
бе+9=-т У. 114 г ; 
_ © 


если мы изменим в этом ряде пви— 1, то ощий член нового ряда 


п—1 ("+21 2-ю — 252 
(Па 2 г е 
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> 


будет равен общему члену первого ряда (52), умноженному на — 4 1е-=®. Сле” 
довательно, функция 8 (9) удовлетворяет двум соотношениям: 


+= 90), 9+9 =- 9-12-50 (0) (54). 


из этих соотношений видно, что функция 0(9) имеет нулями все точки 7 -- тт». 
где т, и т.— произвольные целые числа, положительные или отрицательные. 
так как 8 (0) =0. 

Это — единственные корни уравнения 8 (9) =0. В самом деле, рассмотрим 
параллелограм с вершинами в точках 9%, 9% 1, %-Е 1-Е т, ч, {+ т, причем пер- 
вая вершина 9% взята таким образом, чтобы ни один из корней функции 8 (5) не- 
лежал на контуре параллелограма. Покажем, что внутри этого параллелограма: 
уравнение И —0 имеет только один корень. Для этого достаточно вычислить. 
интеграл (150 49, взятый в прямом направлении вдоль контура параллело- 
грама; на основаиии предположения, сделанного относительно количества т, мы 
встретим вершины в том порядке, в каком они приведены выше. 

Из соотношений (54) получаем: 


(9-1 #() о 0 (0) 


Зоо’ То-то 
Из первого из этих соотношений следует, что, в соответствующих точках тип" 
на сторовах АР и ВС (черт. 68) функция не имеет одинаковые значения. 
Так как эти стороны описываются в противоположных направлениях, тс» 
сумма соответствующих интегралов? равна нулю. 


Напротив, если мы возьмем две соответствующие , С(ин+т 
точки т, т’, лежащие на стороиах АВ, ОС, то Пт) п’ и ) 
И (о) 


значение функции - (5) в точке т’ равно значению 


той же функции в точке т, уменьшенному на 217. , 
Следовательно, сумма интегралов, взятых вдоль п п 


этих обеих сторон, равна 
„ А.) — В(ис+ 1) 
\ — 2 Чо == 2. 
В Черт. 68. 
ср р 
Так как очевидно, что в параллелограме АВСР есть одна и только одна точка,. 
аффикс которой имеет вид: пи -- тьт, то отсюда следует, что функция 0(5) не 
имеет других нулей кроме указанных выше. 
Таким образом функция 0(9) есть нечетная целая функция, имеющая про- 


стыми нулями все точки пи -|- тт, и притом только их, и удовлетворяющая со- 
отношениям (54). Пусть будут теперь 2% и 2®'’ такие периоды, что коэфициент 
! ' 


. ® и © 
при Е в -- положителен, Заменим в 8(9) неременное о через ъ й-1 через у 
Обозначим через $ (и) функцию 


$01 (5%); | 65) 


$ (и) — нечетная целая функция, имеющая нулями первого порядка все периоды 
20 —=2то | 2т'ю'; соотношения (54) принимают вид: | 


$ (и -- 25) =— (и), Фи -Р 2) =-фе Ты $ (п). (56), 


Эти свойства весьма близки к свойствам функции си. Чтобы получить ви, доста- 
точно умножить $ (д) на показательный множитель. В самом деле, положим 


25 р 
=, ^^ +0, (57) 
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тде п есть функция от ® и ®', определеиная выше (5 322). Функция $(и) есть 
также нечетная целая функция, имеющая те же нули, как и Ф(и). Первое из со- 
отношеняй (56) обращается в 


и: 
2 55-2 , ь 
Фе -- 26) = — уе” = ети, (58) 


Далее, мы имеем: 
п. 7 =! ‚ 
, - 9% 52 — фо 
вы 2%) = — уе е ° Ф (и), 


т 
или, принимая во внимание соотношение по’ —пе =: 


фе щ, (59) 


Соотношения (58) и (59) тождественны с соотношениями, выведенными выше 
Е: 
для функции си. Следователько, частное +) имеет два периода 2% и 2%', так 


как при козрастании и на период оба члена этого откошения получают по оди- 
наковому множителю. Так как обе’ функции имеют одинаковые нули, то это отно- 
шение равно постоянному; кроме того, коэфициент при и в обоих разложениях 
равен единице. Слелователько, мы имеем си = $ф(и), или 


| 2 | 
си— 29 е29 в (= ), (60) 


и функция си выражена через функцию 6. Так как |9|<1, то если аргумент о 
‘получает действительные значения, ряд (53) сходится весьма быстро. Мы не бу- 
дем развивать дальше этих указаний; их достаточно, чтобы видеть основное зна- 
чение функции 0 в приложениях эллиптических функций. 
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328. Соотношения между периодами и инвариантами. Всякой системе 
0’ 

двух комплексных чисел в, ®', отношение которых -- не есть действи- 
© 


‘тельное число, соответствует вполне определенная эллиптическая функ- 
ция фи, имеющая периоды 2%, 2%' и правильная при всяком значении 
‘переменного и, отличном от значений вида 2то -- 2/5’, причем все пе- 
‘риоды суть ее полюсы второго порядка. Функции би и си, которые 
получаются из юи одним или двумя интегрированиями, также опреде- 
‚лены системою периодов (2%, 2и'). Когда необходимо указать эти пе- 
‘риоды, можно пользоваться для трех основных функций обозначениями 
8 (и! в, в"), (и, ©), с(и |, в). 

Однако должно заметить, что систему (в, ®') можно заменить бес- 
конечным множеством других систем (9, 9), не изменяя функции би. 
В самом деле, пусть будут 1, М, п, м такие целые положительные 
‘или отрицательные числа, чтобы было ть — тп-—=--1. Полагая 
 — то -|- по, 9 — п’о -- п’, будем иметь, обратно: о==-|-(п'® — и9'), 
©! == Е: (и10' — и!®); ясно, что все периоды эллиптической функции фи 
‘суть комбинации двух периодов 29, 29', совершенно так же, как и 
двух периодов 2%, 2%’. Две системы периодов (2%, 2%) и (29, 29!) 
Ффавносильны. Функция ю(и|©, ©) имеет те же периоды, те же по- 
люсы с Теми же главными частями, как и функция ф(и|®, 5'), и их 


$ 328 Ш. ОБРАЩЕНИЕ. КРИВЫЕ ПЕРВОГО РОДА ит 


разность равна нулю при и-=0. Следовательно, они тождественны; 
это следует также из разложения (22), так как множество количеств 
Это -- 2т' тождественно с миожеством количеств 2 + 2т'®. На 
том же основании будет & (и |9, 9!) = & (и |, в), в (#9, 9!) = в(и |, в). 

Точно так же функции ри, би, си вполне определены и инвариан- 
тами &., 8з. В самом деле, мы видели, что функция ой определена раз- 
ложением в целый ряд, все коэфициенты которого суть целые много- 

1 

члены по &, и &;; затем мы имеем и и, наконец, ви — би. 


Чтобы обозначить функции, соответствующие инвариантам 2, и 8., 

пользуются обозначениями | (и; 25, 23); (и; в», 83); 9(и; в», в). 
Здесь возникает следующий существенный вопрос. Из самого спо- 
соба образования функции фи очевидно, что всякой системе (в, в") 
! 


[0 
соответствует эллиптическая функция фи, если только отношение `о 


не есть действительное число; но ниоткуда непосредственно не видно, 
чтобы всякой системе значений инвариантов 2, &; соответствовала эллип- 
тическая функция. Мы знаем, что выражение 2,3 — 272.? должно быть 
отлично от нуля, но наверное нельзя еше утверждать, что это условие 
достаточно, Рассматриваемая задача приводится, в сущности, к решению 
выведенных выше трансцендентных уравнений (5 321): 


! | ! 1 
260. доромье &-— 140) то отв" (60 


относительно неизвестных ®, ®', или, по крайней мере, к разысканию, 
имеют ли эти уравнения при 4,3 — 274.2, отличном от нуля, такую сис- 
Ы 


[0 
тему решений, чтобы их не было действительным числом. Если суще- 


ствует одна система решений, то существует бесчисленное множество 
других, но прямое решение предыдущих уравнений, повидимому, недо- 
ступно. К решению вопроса можно притти окружным путем, изучая 
сначала задачу обращения эллиптического интеграла первого вида, 


Ц 
® 
Примечание. Пусть будут ®, ®’ такие комплексные числа, что 5; Не есть 


действительное число. Соответствующая функция в (и! ®') удовлетворяет дифе- 
ренциальному уравнению: 
ав и\2 
о = 408 — вю — 5, 
( Чи ) 2 — 8:6 — #3 


Тде &2, 83 опрелеляются уравнениями (61). При == количество ю® равно корню 

е! уравнения 403 — 2, р — 24-0. Когла и изменяется от 0 ло в, ей описывает 

линию /, идущую из бесконечности в точку е,: так как мы имеем соотношение 
Ч 

У 4—9 — в 

чому интегралу: 


Чи — › ТО отсюда заключаем, чт» полупериод равен определеи- 


& 
42 
« — 


О Утв’ 
со 
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взятому влоль линии Ё. Аналогичное выражение для ®'’ мы получим, заменяя 
в предылущем нитеграле е; через ез. 

Таким образом мы имеем выражение полупериодов ®, в’ через ииварианты. 
Чтобы иметь возможность вывести отсюда’ решение рассматриваемой задачи, 
необходимо было бы доказать, что эта новая система уравнений равносильна 
системе (61), т.е. что оиа определ»ет 23 и 23 как однозначные функции от © и ©. 

329. Функция, обратная эллиптическому интегралу первого вида. 
Пусть будет Ю(2г) многочлен третьей или четвертой степени, первый 
со своею производною. Мы представим этот многочлен в виде: 

К (2) =А(2— а.) (2 — а») (2 — аз) (2 — а), 

где а;, а., аз, аа —его различные корни, если А(2) — четвертой сте- 
пени; если же А (2) — третьей степени, то мы обозначим его корни через 
а., а», аз и положим, кроме того, а, = со ‚ условивщись заменять 2 — со 
в выражении А (2) единицею. Эллиптнческий интеграл первого вида есть 

= 

. 

42 
УК(2 

20 


где для определенности предположим, что начало 25 отлично от кор- 
ней многочлена А (2) и находится на конечном расстоянии, и корень 
имеет определенное начальное значение. Если Ю(2) — четвертой сте-. 
пени, то корень И АЮ(2) имеет четыре критических точки а, а», аз, 44, 
и каждое из значений корня И В (2) имеет точку 2= со полюсом вто- 
рого порядка. Если А (2) — третьей степени, то корень УР (г) имеет 
только три критических точки а, а,, аз на конечном ее ии, Но 
если переменное 2 описывает окружность, содержащую внутри себя 
точки а}, а., аз, то оба значения корня переходят одно в другое; сле- 
довательно, точка 2==ою есть точка разветвления функции У В (2). 
Напомним свойства эллиптического интеграла и, ‘выведенные выше 
(5 306 и 307). Если и(2) обозначает значение этого интеграла, соответ- 
ствующее переходу от точки 2 до точки 2 по определенному пути, 
то этот интеграл может иметь в той же точке 2 бесконечное множестве 
значений, которые все содержатся в формулах: 
и—и(г) -- Это | 2то,  и=1Ь—и(г) + Это -- Эт! (63) 
В этих формулах тм и т’ суть совершенно произвольные целые 
числа, 20 и 2щ' — периоды, отнощение которых не есть действительное 
число, и /— постоянное, которое можно принять, например, равным 
интегралу, взятому вдоль петли, описанной вокруг точки а.. 
Пусть будет ю(и| о, ®') эллиптическая функция, за периоды кото- 
рой взяты периоды 2%, 2%' эллиптического интеграла (62). Заменим 


- 


в этой функции переменное и интегралом (62), уменьшенным на то 


пусть будет Ф (2) полученная таким образом функция от 2: 


Фея | [УЕ | “| в (-> о, «'). (64 
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Эта функция Ф (2) есть оЭнозначная функция переменного 2. В самом 
деле, если мы заменим и каким-нибудь из его значений (63), то, ка- 
ковы бы ни были т и "', мы получим: 


или Феде [ 9—5 |, о" || или Фа — 9% ® |, 


т.е. единственное значение для Ф (2). 

Найдем, каковы могут быть особые точки этой функции Ф(2). 
Пусть будет сначала 2, какое-нибудь значение переменного 2, отлич- 
ное от точки разветвления. Предположим, что мы перемещаем перемен- 
ное = из точки 2, в точку 2, по некоторому определенному пути. Мы 
придем в эту точку с некоторым значением для корня и с значением #, 


1 
Ук(2) 


для интеграла. В области точки 2, функция есть голоморфная 


функция от 2, и мы имеем разложение вида: 


1 
= -Н а, (2— 2.) -- а, (2—2 -..., 45250; 


УК (2) 
отсюда получаем: 
а 
ии, 4% (°— 2) то @ фа) +... (65) 


1 
Если и) — р 


в области точки &, и следовательно, Ф(2) голоморфна. в области 


| 1 
не равно периоду, то функция ю (* -5) голоморфна 


точки 2.. Если и) — 5 Равно периоду, то точка и; есть полюс второго 


1 
порядка для °(*—5 ‚› и следовательно, 2, есть полюс второго по- 


2 
рялка для Ф(2), так как в области точки и) мы имеем: 
[ ‚| Р(и— и) 
а) и шу, 


где Р — голоморфная' функция. , 
Предположим затем, что 2 стремится к критической точке а,. 
В области точки а, мы имеем: 
1 ы 


[®(г)] 2=(2—а) 2 Р(=— а), 
где Р голоморфно при 2==а,, или 


1 1 
УВ УЕ 20 Та, а т. .. 1, 520; 


отсюда, интегрируя почленно, получаем: 


ии та [+34 (2—а)+...| (66) 
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Если и не равно периоду, то (5) есть голоморфная 


функция от и в области точки и,. Заменим в разложении этой функ- 
ции по степеням и — и, разность ий — ц, ее значением, выведенным из 
формулы (66); дробные степени разности =2— а, должны исчезнуть, 
так как мы зиаем, что левая часть есть однозначная функция от 2, 
и мы видим, что Ф (2 2) голоморфно. в области точки а,. Заметим, между 


1 
прочим, что отсюда следует, что и;— 5 должно быть равно полупе- 
1 
риоду | так как р[и— --| должно быть четною фуикциею от и— и, |- 


Точно так же мы увидим, что если и;—-) равно периоду, то точка а, 


есть полюс первого порядка функции Ф (2). 

Изучим, наконец, свойства функции Ф (2) при бесконечно больших 
значениях переменного 2. Здесь надо различить два случая в зависи- 
мости от того, будет ли АЮ(2) третьей или четвертой степени. Если 
многочлен А (2) — четвертой степени, то вне круга С с центром в начале 
координат, содержащего четыре корня, каждое из двух значений функ- 


1 
—[ _ есть голоморфная функция от .‘ Например, для одного 


ЦИИ 
иЮе) 
из них мы имеем: 
1 о, а а 
Уве) ЭР -..., 05-0, 


и достаточно изменить все знаки на обратные, чтобы иметь разложе- 
ние второго значения. При неограниченном возрастании модуля пере- 


ИК (2) 
интеграл и стремится к некоторому конечному значению исо, и мы 
имеем в области бесконечно удаленной точки: 


менного 2, причем корень имеет приведенное выше значение, 


И Исо— 1—8... (67) 


1 
Если Исо— 5) ие равно периоду, то функция ® (5) — правиль- 
А 


ная в точке йо, н следовательно, точка 2== со есть обыкновенная 


1 
точка функции Ф (2). Если оо — о. равно периоду, то точка #иоо 


1 
есть полюс второго порядка функции °[*—5 ‚ и так как в области 


точки 2 —= со имеем: 
ее Я+...), 


то точка 2==со есть полюс второго порядка также и для функции Ф (2). 


й — исо 
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Если А(2) — третьей степени, то вне круга с центром в начале ко- 
ординат, содержащего три критических точки а, @,, аз, мы имеем раз- 
ложение вида: 

1 1 


у Ю (2) = 
и следовательно, 


ищут (№. +...). (687 


Рассуждая, как и выше, мы увидим, что бесконечно удаленная точка: 
есть обыкновенная точка или полюс первого порядка функции Ф (2). 
Таким образом функция Ф(2) имеет особыми точками только полюсыу 
следовательно, она есть рациональная функция от 2, и эллиптический. 
интеграл первого вида (62) удовлетворяет соотношению вида: 


°(— 5), (69}: 


где Ф (2) рациональная функция. Нам еще не известна степень этой: 
функции; покажем, что она — первой степени, и для этого изучим 
обратную функцию. Другими словами, мы рассмотрим теперь и как 
независимое перемениое и найдем свойства верхнего предела = инте- 
грал (62), рассматривая = как функцию этого интеграла и. Мы ра- 
зобьем это довольно тонкое исследование на несколько частей. 

1. Каждому конечному значению интеграла и соответствуют т 
значений перемечного 2, если т есть степень рациональной функ-. 
ции Ф(2. 

В самом деле, пусть будет и, какое-нибудь конечное значение пере-- 


менного и; уравнение Феи — >. относительно 2 имеет #1: 


решений, вообще, различных и конечных, но при частных значениях и 
некоторые из этих корней могут сливаться или обращаться в бесконеч-. 
ность. Пусть будет 2, одно из этих решений; значения эллиптического: 
интеграла и, соответствующие этому значению переменного 2, удовле-- 
творяют уравнению: 


® (>) $ ед (и — 2). 


Следовательно, мы имеем одно из двух соотношений: 
— 1 — г. 
ии 2то-2тю, и=/— цв --2т. 0 + 2т,о'; 


в том и в другом случае мы можем перемещать переменное 2 от 2% К 2: 
по такому пути, чтобы значение интеграла, взятого вдоль этого пути,. 
было именно равно и.. Следовательно, если степень функции Ф{ 2) 
равна 7, то есть т значений переменного 2, при которых интеграл (62) 
принимает данное значение ц. 

2. Пусть будет и, конечное значение иитеграла и, которому со- 
ответствует конечное значение 2, переменного 2; значение перемен- 
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‘ного 2, стремящееся к 2. когда и стремится к и}, есть функция 
ют и, голоморфная в области точки и. 

В самом деле, если 2: отлично от критической точки, то значения 
«переменных и и 2, стремящихся, соответственно, к и и 2,, связаны вы- 
веденным выше соотношением (65), где коэфициент ау не равен нулю. 
По общей теореме о неявных функциях (т. Т, 6 184), отсюда, обратно, 
чтолучим для 2—2, разложение по целым и положительным степеням 
разности и — и. Если, при частном значении и,, переменное 2 равно 
критическому значению а; то можно было бы рассматривать правую 
часть формулы (66) как разложение по степеням корня У2— а ; так 
как бу не равно нулю, то отсюда, обратно, вывелем для У2 —а,, а сле- 
довательно, и для 2 — а, разложение по целым степеням разности й — и,. 

8. Пусть будет йсо значение, которое принимает интеграл и, когда |2 | 
‘неограниченно возрастает; точка исо есть полюс для значения г, мо- 
Эуль которого неограниченно возрастает. 

В самом деле, значение интеграла и, стремящееся к Исо ‚ предста- 
вляется в области бесконечно удаленной точки одним из разложений (67) 


1 
чили (68). В первом случае мы получим для -; Разложение в целый ряд, 


‚расположенный по степеням разности й — Исо : 


СЕВ — цоь) Ни и +... 8150; 


` 1 
зо втором случае мы будем иметь аналогичное разложение для У’ 
& 


ги следовательно, 
1 
= (И - ис» [8 + В. (и — исо) | .. . |2. 


Следовательно, точка исо есть полюс первого или второго порядка 
‚функции 2 в зависимости от того, будет ли многочлен А (2) четвертой 
или третьей степени. 

4. Докажем, наконец, что каждому значению переменног> и не мо- 
„жет соответствовать более одного значения переменного 2. В самом 
деле, предположим, что, перемещая переменное = из точки 2, по двум 
'путям в две различные точки 21, 25, мы в обоих случаях получим для 
интеграла и одинаковые значения. Тогда можно было бы найти такой 


путь [, соединяющий эти обе точки 21,'2,, чтобы интеграл ее. 
| ЗУЕ(2) 
взятый вдоль этого пути, был равен нулю. Если мы изобразим инте- 
грал и = Х -+- {У точкою с координатами (Х, У) относительно системы 
"прямоугольных осей ОХ, ОУ, то мы видим, что при перемещении точки 2 
по незамкнутой линии С точка и описывала бы некоторую замкнутую 


„линию Г. Мы сейчас докажем, что последнее несовместимо с выведен- 
ФНЫМИ выше . свойствами. 


— 
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1 . 
На основании соотношения ®(*—5)-=Ф® каждому значению 


переменного и соответствует конечное число значений переменного 2, 
каждое из которых непрерывно изменяется вместе с и, если только путь, 
описываемый переменным и, не проходит ни через одну. из точек, со- 
ответствующих значению .г = со*. Мы допустили, что, когда перемен- 
ное ц описывает в своей плоскости замкнутую линию Г, выходя из 
точки А (10) и возвращаясь в эту точку, переменное 2 описывает не- 
прерывную незамкнутую линию, идущую из тачки 2; в точку 2х. „Возь- 
мем на линии Г две точки М и Р (черт. 69); пусть будут 2’, 2” зна- 
чения, с которыми мы приходим в эти точки М и Р, когда, взяв за на- 
чальное значение для = значение 2, мы перемешаем и по путям АМ 
и АММР. Далее, пусть будет 2,” значение, м | 


< которым мы приходим в точку Р, когда пе- 


ремещаем и по дуге АОР; по предположению, М 
=” и 21" различны. Соединим точки Ми Р р 

линиею. МР, лежащею внутри контура Г, и ‹ т 
предположим, что переменное и описывает 

дугу АТМ, а потом линию МР; пусть будет 25” * А(и) 


значёние, с ‘которым мы приходим в точку Р. 
Это значение 2.” будет отлично или от 2” или 


от 2,”. Если ‘оно отлично от 2.”, то путн АИМР и АОФР не приволят 
к одному и тому же значению 2 в точке Р. Если =” и 2.” различны, 
то пути АТМР и АтМОР не приводят к одному и тому же значению 
в точке Р; следовательно, выходя из точки /М с значением г’ для 2 
и перемещаясь из М в Р по пути МР или по пути ММР, мы полу- 
чим для 2 различные значения. Мы видим, что в обоих случаях можно 
заменить замкнутый контур Г меньшим замкнутым контуром Г,, лежа- 
щим некоторыми своими частями внутри Г и таким, что, когда и опи- 
сывает этот замкнутый контур, 2 описывает некоторую незамкнутую 
линию. Повторяя ту же операцию с контуром Г; ит. д. неограниченно, 
мы получили бы неограниченную последовательность замкнутых конту- 
ров Г, Г,, Г,, ..., обладающих тем же свойством, как и первый кон- 
тур Г. Так как очевидно, 4то можно выбирать эти последовательные 
контуры таким ‘образом, чтобы их размеры неограниченно ‘убывали, 
то отсюда мы заключаем, что контур Г, стремится к некоторой пре- 
дельной точке №. Из самого определения этой точки \ следует, что 
знутри круга, описанного из точки Х радиусом =, всегда существует 
замкнутый путь, не приводящий переменное 2 к его начальному значе- 
нию, как бы = ни было мало. Но это невозможно, так как точка \. 
есть обыкновенная точка или полюс для различных значений 2; в обоих 
случаях = есть однозначная функция от ы в области точки ®. Слёдо- 


| 42 
Ую (2) 


* Эти свойства неявных функций, которые мы здесь принимаем, будут доказаны ниже 
глава Х\УЦ). и 


Черт, 69. 


взятый вдоль некоторой 


зательно, допуская, что интеграл 


Ы 
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‘незамкнутой линии [, может быть равен нулю, или, что то же, допу- 
ская, что значению и соответствуют два различных значения перемен- 
ного 2, мы пришли к противоречию. Выше мы заметилн, что если при 
двух различных значениях 2; и 2, переменного 2 будет Ф(2 2.) ==Ф (2,), 
то можно найти такой путь [, соединяющий точки 21 и 2., чтобы 


интеграл яв был равен нулю. Следовательно, рациональная функ-^ 
Ю(2 . . 


ция Ф(2) "не может прниимать одного и того же значения при лвух 
различных значениях переменного 2, т.е. Ф (2) — первой степени: 


Тогда из соотношения (69) получаем: 


5—4 (#5) 


сю р Г а 
У “5 


и мы приходим к следующему важному предложению: верхний предел 2 
эллиптического интеграла первого вида, рассматриваемый как функ- 
ция этого интеграла, есть эллиптическая функция второго порядка. 

Эллиптические интегралы были весьма глубоко изучены Лежандром, 
но к открытию эллиптических функций Абель и Якоби пришли, решая 
задачу об обращении этих интегралов. 

Действительное определение эллиптической функции 2==/(и) со- 
ставляет задачу обращения. Из соотношения (62) получаем: 


42 и 
в=и (а), 


и следовательно, УЮ(2)=Л (и). Мы видим, что УЮ(г) есть также 
эллиптическая функция от и. Геометрически ‚мы можем все предыду- 
щие результаты выразить. следующим образом: 

Нусть будет Ю(х) ‘многочлен третьей или четвертой -степени, 
первый со своею производною; координаты точек кривой С, предста- 


вляемой уравнением . 


выражаются через эллиптические функции от интеграла ‘первого 
чида . 


& —= (70) 


х 


таким образом, что каждой точке (х, у} этой кривой соответствует 
только одно значение. переменного и, если не обращать внимания на 
периоды. ` 


5 329—330 . Ш. ОБРАЩЕНИЕ. КРИВЫЕ ПЕРВОГО РОДА 173 


Чтобы доказать последнюю часть предложения, достаточно заметить, 
что все значения переменного и, соответствующие данному значению 
переменного х, заключаются в двух формулах: 


ис 2тю--2т, Г щ--2тю | 2т,и. 


Все значения и, содержащиеся в первой формуле, происходят от чет- 
ного числа петель, описанных вокруг #ритических точек, и прямого 
пути, соединяющего ху с х; они соответствуют одному и тому же зна- 
чеиию корня Ую<). Значения и, содержащиеся во второй формуле, 
происходят, от нечетного числа петель, ‘описанных вокруг критических 
точек, и прямого пути, соединяющего № с х; соответствующее значе- 
ние У ю( противоположно первому по знаку. Следовательно, если 
одновременно заданы хи у, то соответствующие значения и содержатся 
только в одной из этих формул. 
Из предыдущих вычислений следует, что эллиптическая функция 
—/(и) имеет двойной полюс в параллелограме периодов, если А (х) — 
третьей степени, и два простых полюса, если А (х) — четвертой степени; 
следовательно, у ==! (и) — третьего или четвертого порядка в зависи- 
мости. от степени многочлена А (х). 


Примечание. Предположим, что каким-нибудь образом мы выразим коор- 
динаты (х, у) точек кривой у? = Ю (<) через эллиптические функции параметра +. 
например х=$ (0), у=е, (9). Тогда интеграл первого рода обращается в 


ах (ао. 
и — — = › 
, | У | $1 (9) 
$' (9) 


эллиптическая функция (о) не может имёть полюса, так как и должно сохра- 
: фа 


нять конечное значение при всяком конечном значении параметра 1; следова- 
тельно, она приводится к постоянному А, и мы имеем и = и 1. Очевидио, что. 
постояниое { зависит от значения, выбранного для иижнего предела интеграла и;, 
что касается коэфициента А, то для его определения достаточно дать параметру 1 
какое-нибудь частное значение. 


330, Определение функции Ю и через инварианты. Теперь ‘нетрудио’ 
ответить на поставленный выше вопрос (5 328). Еели даны два таких, 
числа &,, &;, что 8,3 —278.,? не равно нулю, то всегда существует 
эалиптическая функция ри, у которой #, и 2 суть инварианты- 
В самом деле, многочлен 


В (2) = 428 — 22—88: 
`@2 - 
первый со своею производною, и эллиптический интеграл УВЕ 
. - 2 
имеет два периода 2%, 2%', отношение которых мнимое. Пусть будет 


Ю(и| в, в!) соответствующая эллиптическая функция. Замевим в этой 
функции аргумент и интегралом 


и —= ——-— Я, (72) 


12* 
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где Н — постоянное, выбранное таким образом, чтобы одно из значе- 

ний параметра и при === было равно нулю. Например, можно про- 

вести из точки 2, бесконечную полупрямую Г и взять для Н значение 
[© ®) 


‘интеграла 


а 
—-_, 
ЛУЮ(2) 
2 . 
чала, что полученная таким образом функция есть однозначная функ- 
ция переменного 2. Пусть будет = какая-ни- 
будь точка плоскости; обозначим через т. и 


<' значения. интеграла 


"- ( _@2_ им | —.42_ 
о’ |} Увы’ 


Ата доп 


взятого вдоль этой полупрямой Г. Покажем сна-. 


взятые при одном и том же начальном зна- 
. о 
чении корня УЮ (2), вдоль двух путей 2тг 
и 2,иг, которые вместе образуют замкнутый 
контур, содержащий внутри себя три крити- 
ческих точки 2;, е,, ез корня (черт. 70). Рас- 
смотрим замкнутый контур 201272.2 М №22, 
Черт. 70. образуемый контурем 2.т2иго, отрезком 20, 
кругом С с весьма большим радиусом и отрез- 


1 

ком 72. Функция ——— голоморфна внутри этого контура, и мы имеем 
ИР (2) 

соотношение: | 

7. 7. 

* 42 а: “ 42 

о | — +| ео | = =0; 
ИЕ (2) Ум ЗУЮ@. 
25 . 20 


при неограниченном возрастании радиуса круга С это соотношение 
обращается в 9-9’ —2Н==0. Следовательно, значения и, соответствую- * 
щие двум путям 2072 и -2.п2, удовлетворяют соотношению и-- и =0. 
Так как ри — функция четная, то отсюда следует, что функция 


№ (и| о, я (аа « 


25 


есть однозначная функция переменного г. Мы видели, что это — линей- 


аг 5 


ная функция вида: -—_. 
сг а 
рассмотреть разложение этой функции в области бесконечно удаленной 
точки. Мы имеем в этой области: 


Чтобы определить а, 6, с, @, достаточно 


— 


——_ — 1 2 — 3 = —_—_—_—_— _ 88 _ - 
17 (г) 9 2+ 422 в) 92° | 162: + ея 
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следовательно, значение и, равное нулю при 2 = ©®, представляется 


разложением: 
1 5' 
— [1 5? 

и ти ( Е 402" ** ) . 


Отсюда получаем: 


1 д. —2 _ &. 
Е В 2 ... — 2-2 2- 9 
и -+ 4022 + | 2 202 
аг--ё 
так что разность уи — 2 при 2 — оо равна нулю. Но разность -__ ча * 


может обращаться в нуль при & == со только в том случае, если с == 0, 
8—0, а=4; таким образом, * р (и | ®, &'} ‘после замены в ней и через 
интеграл (72) обращается в 2. Взяв за нижний предел бесконечно уда- 
ленную точку, мы можем представить этот интеграл в виде: 


# 
42 - 
и; . (72) 
УК(=) 
©.) 
из этого соотношения вытекает ри==, где за периоды функции ри 


42 
-—. Сравнивая между собою 


УЕ (2) 


аи 
значения производной 92° выведенные из этих соотиошений, мы по- 


взяты периоды 2%, 2%' интеграла | 


лучим ю'и=У (2), или, возводя в квадрат: 
фи == (2) = 4 зи — ив. о (73 


Следовательно, чнсла &,, &; — инварианты эллиптической функции фи, 
за периоды которой взяты 20, 2%!. Этим решена предложенная выше 
задача ($ 328). Если 2.3 — 274,2 не равно нулю, то уравнения (61) удовле- 
творяются бесконечным множеством систем значений количеств ®, ®'. Если 
е, е,, ез суть корни уравнения Л (2) =423 — 2.2— &.==0, то мы по- 
лучим систему решений, полагая, например, 


со со р 
42 ` 2 
“| Урд: м, (74) 
УЕ(2) ТУР (2) 
23 
и отсюда найдем все остальные системы решений, как это было ука- 
зано выше. 


2; 


В приложениях анализа, где приходится иметь дело с эллиптическими функ- 
циями, функция-юи всего чаще определяется ее инвариантами. При выполнении 
вычислений бывает нужно, зная 2, и 23, уметь вычислить систему периодов и, 
сверх того, находить корень уравнения ви=.А, где А — данное постоянное. 
За всеми подробностями метода, а также за всем, касающимся пользования таб- 
лицами, мы можем только отослать к специальным сочинениям *. 


°* Исходя из формулы (39) разложения в целый ряд функции ой и из тех формул, которые по- 
лучаются из нее диференцированием, мы, по крайней мере теоретически, можем вычислить си, о'м, 
5 й и, следовательно, Син ®и для всякой системы Значений и, ро, 53. . 
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331; Приложенне к плоским кривым третьего порядка. Если 4.3 — 2743° 
не равно нулю, то уравнение 


4х, (75) 


представляет кривую третьего порядка без двойной точки. Мы удовле- - 
творим этому уравнению, полагая 'х = фи, у=ф'и, причем инварианть. 
функции фи суть именно &,, 8.. Всякой точке кривой соответствует 
в параллелограме периодов одно значение параметра и. В самом деле, 
уравнение фи==х имеет в параллелограме периодов два корня ии и; 
сумма: и, | и, есть период, и значения ю’и, и ю'и, противоположны 
по знаку. Следовательно, они равны двум значениям переменного у, 
соответствующим одному и тому же знамению переменного х. 

Вообще, координаты точек каждой плоской кривой третьего по- 
рядка без двойней точки можно выразить через эллиптические функини 
параметра. В самом деле, известно, что, выполняя гомографическое 
преобразование, можно привести уравнение кривой третьего порядка 
к виду (75); но это преобразование можно выполнить только тогда, 
когда известна точка перегиба кривой, а определение точек’ перегиба 
зависит от решения уравнения девятой степени особого вида. Покажем, 
как можно получить параметрическое представление кривой третьего 
порядка через эллиптические функции параметра, не решая никакого 
уравнения, если только известны координаты какой-нибудь точки этой 
кривой. 

Предположим сначала, что уравнение плоской кривой третьего по- 
рядка имеет вид:. 


У = хз -- 361-36 х РВ, (76) 


что равносильно тому, что бесконечно удаленная точка есть точка пере- 
тиба. Мы приведем это уравнение к предыдущему виду, полагая’ 
4 Ь 4 
! 1 
= — Хх == —- - х' 
У 55° + Г ’ 
откуда о 
9 4 ! 
= 4—5 — 8. 


‚ хде инварианты 8 и 53 равны: 


12 (62 — 656, 366.6, — 26 *— 6026) 
8 — 16 ‚› &8— 16 . 


Следовательно, мы получаем для координат точек кривой (76) выра- 
жения: 


= 44 — 4 и. 
= и ри, Уи. 


Рассмотрим теперь какую-нибудь плоскую кривую третьего по- 
рядка С.; пусть будут (а, В) координаты одной из ее точек. Касатель- 
ная к кривой в точке (а, В) встречает кривую в другой точке (а", в), 
координаты которой выражаются рационально через а, В. Если эта 


й 
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точка (а’, В') взята за начало коордннат, то уравнение кривой прини- 
мает вид: 


Фз(х, У)-Е фь (х, у) $, (х, У) =0, 


где ф, — однородный многочлен степени # (1==1, 2, 3). Проведем секу- 
щую у==4х; х определяется уравнением второй степени 


хо (0-х (1, 04-4 (1,0 =0, 


__— 9, (1, 3 ИА 
2%. (1, #) о ‚У 


откуда 


—х, 


где Ю (И обозначает многочлен $,? (1, #) — 44. (1, #) $, (1, 8), который, во- 
обще, — четвертой степени. Корни этого многочлена суть угловые ко- 
эфициенты касательных к кривой, проходящих через начало координат. 
Нам заранее известен один корень этого многочлена, именно, угловой 
коэфициент & прямой, соединяющей начало координат с точкою (а, В), 


1 
Полагая #=&- -р › получим: 


У^ (') 


из) 


Ук = 


тде многочлен А, (Ё) уже не выше третьей степени. Следовательно, ко- 
ордннаты, (х, у) точек кривой С, выражаются рационально через пара- 
метр # и квадратный корень из многочлена А, (#). третьей степени. 
Мы только что видели, как можно выразить. Ё и ИР, (#) через эллип- 
тические функции параметра и; таким образом, мы выразим х и у че-, 
рез эллиптические функции от и. 

Из предыдущих рассуждений следует, что каждой точке (х, У) кри- 
вой третьего порядка соответствует единственное значение параметра '# 
и вполне определенное значение корня УЮ(Й и, следовательно, вполне 
определенные значения количеств Ё и УК, (#). Но, как уже ‘было ука- 
зано, каждой системе значений количеств Ё и Ув, (#). соответствует 
в параллелограме периодов только одно значение параметра и. Следо- 
вательно, полученные для координат точек кривой С; значення х==Х (и), 
Уу—= (1) таковы, что все значения параметра #, соответствующие одной 
и той же точке кривой, разнятся между собою на период. 


Это параметрическое представление плоских кривых третьего порядка через 
эллиптические функции имеет весбма важное значение *. Например, покажем, 
как, пользуясь им, можно определить точки перегиба кривой. Пусть будут х==# (и), 
У==Л!(и) выражения ее координат; аргументы точек пересечения кривой с пря- 
мою Ах-- Ву-- С==0 суть корни уравнения А/(и) + В (и) - С=0. Так как 
каждой точке (х, у} соответствует в параллелограме периодов только одно значе- 
ние параметра и, то отсюда следует, что эллиптическая функция А (и) --Вд(-+С 
должна быть третьего порядка. Очевидно, что полюсы этой функции не зависят 
от Д, В, С; следовательно,‘ если из, из, из суть аргументы, соответствующие трем 
точкам пересечения кривой с прямою, то должно быть ($ 319): 


ш 5 -- и — К -+- 27% -- 2таю', 


‚ * Клебш (С!еБзен), ПеБег @е дфещеп Сигуеп, аегеп Соот@таеп ясН а1$ еШрЫ сне БипсНопеп 
етез Рагатеегз ЧатзеНеп 1аззеп, СлеЦе’8 Лопгпа!, т. ГХИУ, 1865, стр. 2. 
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где К есть сумма полюсов, лежащих в одном параллелограме. Заменяя в Ди Ж 
параметр и через -- -- и, мы можем представить предыдущее соотношение проще: 
и; - и» -- из = периоду. | 
Обратно, этого условия достаточно, чтобы три точки М, (и), М» (из), Мз (из) ле- 
жали на одной прямой. В самом деле, пусть будет М," третья точка пересечения. 
прямой М, М с кривою и из, — соответствующее значение аргумента. Так как 
сумма и + и равна периоду, то из и и, разнятся между собою только на 


г 
период, и следовательно, М. совпадает с М3. 


Если и есть аргумент точки перегиба, то касательная в этой точке встречает 
кривую в трех слившихся точках, и Зи должно быть равно периоду. Следова- 
Это -- тью 

3 
числам 7: и т, значения 0, |, 2, чтобы получить- все точки перегиба; таким 
образом, у кривой есть девять точек перегиба. Прямая, проходящая через две 


ино + 2таю' Эт --2то ®’ 
м—— и д 
8. 3 
точке, аргумент которой равен 
2(т, + ту) о +2 (ть + ть’ 
— з , 


или также трети периода, т.е. в новой ‚точке перегиба. Число прямых, пересека- 


тельно, должно быть и =— ‚ и очевидно, что достаточно давать целым 


точки перегиба ‚ пересекает кривую в третьей 


8. 
ющих, таким образом, кривую третьего порядка в трех точках перегиба, равно 5.3, 


т.е. равио двенадцати. 


Примечание. Точки пересечения нормальной кривой третьего порядка (75) 
с прямою у= тх--п определяются уравнением ю’'и — три — п=0, левая 
часть которого имеет вместе с ю’и тройной полюс и=0. Следовательно, сумма 
аргументов точек пересечения равна периоду. Если и; и из суть аргументы двух 
из этих точек, то можно принять — и; — из за аргумент последней точки пере- 
сечения, и абсциссы этих трех точек, соответственно, равны $, виз, ® (и! + и». 

Отсюда можно вывести другое доказательство формулы’ сложения для функ- 
ции юи. В.самом деле, абсциссы точек пересечения суть корни уравнения: 


43 — вх — = (тх п}; 


следовательно, мы имеем: 
. пе 
жНх + жа юм + ви, + ю(и + из) =-4 . 


С другой стороны, так как прямая у-=тх- п проходит через две точки 
М, (в), Мо (из), то мы имеем два соотношения у! = тен, -- п, юшо = тен» + п, 
откуда получаем: 


таким образом, мы приходим к уже выведенному (5 325) соотношению: 
Ию — ви = 
и эи 9 (п Г ее ний ЗЧ 
ри риа 9 (щ из) = 9 ви — ви / 


332. Общие формулы обращения. Пусть будет Ю(х) многочлен чет- 
вертой степени, первый со ‘своею производною. Рассмотрим кривую С. , 
представляемую уравнением: 


У=А(х) = 4х“ -- 4. ахз -|- бах? | 4а,х | а.. (77) 
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Покажем, как можно выразить координаты хи у точек этой кривой 
через эллиптические функции параметра. Если известен корень а урав- 
нения А(х) =0, то можно воспользоваться тем способом, который 


. 1 
был дан для кривых третьего порядка. Полагая х==а + — ‚, предста- 
| х 


вим саотношение (77) в виде: 


8 (+), 


4 


где А; (х') - многочлен третьей степени. Следовательно, точки рассма-. 
триваемой кривой С, однозначно соответствуют точкам кривой С, 
третьего порядка,  представляемой уравнением У, (х'), и формулы, 


У 
устанавливающие это соответствие, суть: ха = 5. Но пе- 
хх 


ременные х’и у’ можно представить через параметр и ор вида: 
х' == ари- В, У==аю'и, выбирая надлежащим образом а, В и инва- 
рианты функции ри. Отсюда получаем для х и у следующие` формулы: 


1 _ аи _ 
х=а-——_, (78). 
Тара” У> при 
Из формул (78) имеем: и —=—“, так что параметр # тождественен 
4х 
до знака с интегралом первого вида \ ———, и формулы (78) вполне 
Ув) 


решают задачу обращения. 

Рассмотрим теперь общнй случай, когда мы не знаем ни одного 
корня уравнения А (х)==0. Покажем, что можно, не вводя других 
иррациональных выражений кроме квадратного корня, выразить ра- 
ционально х и у через эллиптическую функцию фи, инварианты ко- 
торой известны, и ее производную ю'и. Заменим х и у, соответственно, 
через & и %, так что соотношение (77) примет вид: 


9—1 (2) = в #-[ 44,8 ба, -- 4ае-Ра,. - (775$) 


Многочлен А (1) можно бесчисленным множеством способов представить 
в виде: А (1) = [,(()]? — 9, (0 9. (1), где фу, фо, фа — многочлены, степень 
которых отмечена их указателями. В самом деле, пусть будут (а, В) 
координаты какой-нибудь точки кривой С.. Возьмем многочлен $. (#), 
так, чтобы было Ф (а) = В; очевидно, что это можно сделать беско- 
нечным множеством способов. Уравнение 


(0 — [в (0Р=0 
будет иметь корень $=а, и можно положить $; (Ё} =#— а. Представив 
многочлен А (#} в указанном виде, рассмотрнм вспомогательную кривую 
третьего порядка С., изображаемую уравнением: 


(ль) 


х 
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Пересечем эту кривую секущею у=={х; абсциссы двух переменных то- 
чек пересечения суть корни уравнения 


до 2х-- ф(д==0 
и имеют выражения: | 
х—— фь (#) У. (ИР — $, (6 93 (и _— фь (1) Но 
$з (1) ° $8 (0 
где 9 определяется уравнением (77 65$). Мы видим, что, обратно, можно 
выразить рационально Ё и х через координаты х и у точек, кривой С, 


ло формулам: 
‚=>, в (х)+%(х)- | (80) 


Но координаты х и у можно выразить через эллнптические функции 
параметра и, так как известна одна точка кривой С., именно, начало 
координат. Следовательно, то же имеет место и для переменных Ёи %.` 
‘Очевидно, что изложенный выше прием можно видоизменять различным 
‚образом, не вводя другой иррациональности кроме 8—=УА (а), при- 
чем @ произвольно. 

Выполним вычисление, предполагая, что всегда можно сделать, что 
‘коэфициент а, при # в Ю(Ё) равен нулю. В этом случае мы имеем: 


а, Ю() = (а, - база, | 4аазё- ап; 


’ 


положим 
(= — 1, 9(Р==94й, 951) = баа,Р - 4а аз -- аа, - 
Уравнение вспомогательной кривой третьего порядка С. будет: 


база, ху? -|- 4аазх?у -- аа, хз 2аъу? — х=0. (81) 


Согласно с общим методом пересечем эту кривую секущею у==ёх; . 
полученное уравнение можно представить в внде: 


1 \? 1 
(;) — 2 =— (баа»Ё -|- 4а‹аё -- аа.) = 0; 
„отсюда нмеем: 
1 —д 
= Ущю 
Обратно, мы можем выразить Ё и УщР (1) через х и у: 


—__. 2 | 
Ук —4(х). (82) 


х 
С другой стороны, решая уравнение (81) относительно у, мы имеем: 


— 2а.а;х? |- У 4а2а ха — 1) (базах 249) 
. баа.х -- 2а0 


У= 
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Многочлен, стоящий под знаком корня, обращается в нуль при 
х—=0; следовательно, применяя изложенный выше метод, мы можем 
выразить хи у через эллиптические функции параметра. Выполняя 
вычисления, мы приходим к формулам: 


1 ааюи — а 
 2ари—а,' 5 — З(ари ба а), (83) 
причем инварианты &,, &; эллиптической функции юри равны: 
ава. За? аоаза, — а3— аа? 
о = а о ‚› 83— а3 . (84) 


Заменяя в формулах (82) х и у их предыдущими значениями, по- 
лучим: | 


Ук =Ущ| жи — 2—4 
0 и“ 
т 0 ) 


23 
(а, 
1—5 а. |’ | 
а. 
а, | ,. 
и — 23 2 [ (85) 
а. 119 “0 | 
|| 


Эти формулы можно представить в более простом виде, заметив, 
Что вследствие значений (84) инвариантов 2,, 2; соотношения 


а а 
о, = (86) 
м и — ро 
совместимы. С другой стороны, можно заменить —- через 
: фи — ЮУ 


2 (и э) РГ еюи- 09. Таким образом, соединяя эти результаты и заме- 
няя фи УР(ё (:), соответственно, через х и у, мы можем высказать сле- 
дующее предложение: 

Координаты (х, у} точек кривой С., представленной уравне- 
нием (ТТ), где а =0, можно выразить через переменный параметр 
и формулами: 


Ти юо 
2 ви во’ 


У=Ущ[и—ю(и- 5], (87) 


2де инварианты 8, и ю.-определяются соотношениями (84), а рэ и 
70 — совместимыми уравнениями (86). 

Диференцируя по и выведенную выше ($ 825) формулу (45), по- 
лучим: 


та (ии 


2 аи \ви— фо ри юш-о, 
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ах У 
т.е. = —=., или аи — У . Следовательно, параметр и пред- 
аи Ущ 
ставляет эллиптический интеграл  «рвого вида: 
Ущ | ах 
0 очное ВИК 
УР <) 


и формулы (87) решают задачу обращения. 
333. Кривые первого рода. Плоская алгебраическая кривая С; по- 


({п— 1) (п— 
рядка п не может иметь более ие двойных точек, не рас- 
падаясь на несколько различных кривых. Если крнвая С; не распадается. 
("—1)("— 2) 
и имеет 4 двойных точек, то разность Хр Я назы- 


вается родом этой кривой. Кривые нулевого рода суть уникурсальные 
кривые; координаты их точек можно выразить через рациональные 
функции параметра. Следующими наиболее простыми кривымн являются 
кривые первого рода; кривая С, первого рода имеет 


(п—1)("— 2) __ л(и— 3) 
2 = 2 

двойных точек. 

Координаты точек кривой перзого рода можно выразить через 
эллиптические функции параметра. 

Чтобы доказать эту теорему, рассмотрим присоединенные кривые 
п (п— 3} 

2 
двойных точек кривой С,„. Так как для определения кривой (п — 2)-го. 
(и—2)®--П 

2 


ие 


п — 2)-го порядка, т. е. кривые С,„_,, проходящие через 


порядка нужно точек, то присоединенные кривые С_2 


зависят еще от 


произвольных параметров. Если мы наложим на эти кривые условие, 
чтобы они проходили еще через п— 3 простых точек, произвольнс: 
взятых на кривой С,, то мы получим сеть присоединенных кривых, 
п(п— 3) 
2 
п— 3 ее простых точек. Пусть будет Р(х, у) =0 уравнение кривой 


Си 
Л (х, У-\ №, Уи, у=0 


уравнение этой сети кривых С,„_., гле »Х и н-— произвольные пара- 
метры. Всякая кривая этой Сети пересекает С, только в трех перемен- 
ных точках, так как каждая двойная точка должна считаться за две 
общих точки, и мы имеем: 


п(п— 3) 1 п—З=1(и—2)— 3. 


‚проходящих через все двойных точек` кривой С, и через 
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Положим теперь 
! — 7 (у) (х, У) г Л: (х, у 88 
ла ль >). 09) 


Когда точка (х, у) описывает кривую С„, лочка (х’, у’) описывает 
алгебраическую кривую’ С’, уравнение которой мы получим, исключая 
хиу из уравнений (88) и Р(х, у}=0. Точки кривых С’и С, свя- 
заны между собою бирациональным преобразованием, т. е., обратно, 
координаты (х, У) каждой точки кривой С, выражаются рационально 
через координаты (л", у!) соответствующей точки кривой С’. Чтобы 
это доказать, достаточно показать, что каждой точке (х’, у') кривой С" 
может соответствовать только Одна точка кривой С», т. е. что уравие- 
ния (8) вместе с Р(х, у) =0 могут иметь относительно х и у только 
одну систему решений, изменяющуюся вместе с х'и у’. 

В самом деле, предположим, что какой-нибудь точке кривой С" 
соответствуют две точки (а, 6), (а', &') кривой С„, не входящие в со- 
став основных точек сети кривых С„_,. Мы имели бы в этом случае: 


ле) Ба.) _ ра, в) 
Л (а, 5) Хо (а, 5) — у (а, 5)’ 


и все кривые сети, проходящие через. точку (а, 6), проходили бы так- 
же и через точку (а', 8’). Кривые сети, проходящие через эти две 
точки, все-таки зависели бы еще линейно от переменного параметра й 
пересекали бы кривую С, только в одной переменной точке; -коорди- 
наты этой последней точки пересечения с кривою С, были бы рацио- 
нальными функциями переменного параметра, и кривая С, была бы 
уникурсальною, но это невозможно, так как она имеет только "#9 
двойных точек. Следовательно, каждой точке (х’, у") Кривой С’ соот- 
ветствует только одна точка (х, у) кривой („хи потому, согласно тео- 
ряи исключения, кооржинаты этой точки 


Хх, (х', У), у. (>, У) - (89) 


суть рациональные функции от Хх’ и у’. 

Чтобы определить порядок кривой С', найдем число точек пересече- 
ния этой кривой с какою-нибуль прямою алх’-|- бу--с—0. Задача 
приводится к определению числа общих точек кривой С, и кривой 


а (х, УЕ ОЛ (х, у) сл (х, у) =0, 


так как каждой точке кривой С’ соответствует только одна точка кри- 
вой С„, и обратно. Но таких общих точек, изменяющихся вместе с а, 
2, с, — только три; следовательно, кривая С’ -— третьего порядка. Итак, 
координаты точек кривой С; можно рационально выразить через коор- 
динаты точек плоской кривой третьего порядка, а так как координаты 
точек кривой третьего порядка суть эллиптические функции параметра, 
то то же имеет место и для координат точек кривой С». 

Из этого доказательства и из того, что было указано выше отно- 
сительно кривых третьего порядка, следует такжё, что это представле. 
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ние через эллиптические функции можно сделать таким образом, чтобы 
каждой точке (х, У) кривой С, соответствовало только одно значение 
и в каждом параллелограме периодов. 


Пусть будут х==Ф(и), Уу=4: (#) формулы, определяющие хи у. 


Всякий абелев интеграл чо = | Ю(х, у) 4х, связанный с кривою С, 


р 


(т. Т, $ 98), приводится этою заменою переменных к интегралу от 
эллиптической функции; следовательно, этот интеграл сам выражается 
через трансцендентные функции ю, 5, с теории эллиптических функций. 
Введение этих трансцендентных функций в анализ значительно увели- 
чило мощность интегрального исчисления. 


ПтимврР. Бициркулярная кривая четвертого порядка. Кривая четвертого 
порядка, имеющая две двойных точки, — первого рода. Если ‘двойные точки суть 
бесконечно удаленные круговые точки, то кривая С. ‘называется бициркулярною 
кривою четвертого порядка. Если мы примем за начало координат какую-ни- 
будь точку этой кривой, то за присоединенные кривые С„_о можно взять окруж- 
ности, проходящие через начало координат, 


же у ах ву =0. 


Чтобы получить кривую третьего порядка, однозначно соответствующую кривой С 
достаточно, согласно общему методу, положить 


д = х у’ = У 

хе -- у’ 22 -- у?` 
Отсюда, обратно, имеем: 
7 и 


х ПИР 
= хауз’ У уз -р уз 


а эти формулы определяют инверсию относительно круга, описанного из начала 
координат радиусом, равным единице. Чтобы получить уравнение кривой третьего. 
порядка С;’, достаточно заменить в уравнении кривой С, переменные х и у их 
предыдущими значениями. Предположим, например, что уравнение кривой С» 
есть, (1 -- уз — ву=0; тогда кривая Сз’ представляется уравнением ау’(у’ -- 
х2) —1=0. 


Примечание, Если плоская кривая С„ имеет особые точки высшего го- 
рядка, то она есть кривая первого рода, если все эти особые точки равносильны 
"#3 обыкновенным двойным точкам. Например, кривая четвертого порялка, 
имеющая только одну двойиую точку, в которой две ветви кривой касаются друг. 
лруга, не представляя никакой особенности, — первого рола; чтобы в этом убе- 
диться, достаточно пересечь эту кривую четвертого порядка сетью кривых второго 
порядка, касающихся ее обеих ветвей в двойной точке и проходящих через ка- 
кую-нибудь другую точку кривой. Кривая у? = А (х), где многочлен А (х) — чет- 
вертой степени, первый со своею производиою,, представляет такую особеиность 
в бесконечно удаленной точке. Мы приведем. ее бирациональным преобразованием 
к кривой третьего порядка; полагая 


х=х', уу + Их"; 
отсюда нетрудно вновь получить формулы обращения (87). 


ОДНОЗНАЧНЫЕ ФУНКЦИИ. УПРАЖНЕНИЯ 
УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Пользуясь разложением 


доказать, что двоякопериодическая целая функция есть постоянное. 
[Из условия {(2 -| ®') = {(2) следует, что А„==0, если л=20.] 
2. Если а не есть кратное числа =, то 


зв (2 а) _ - (1+2 УП: (- 2 =. 
та а— пт 


[Изменить  в2-ав формуле разложения Ср 2 и затем интегрировать 
между пре`елами 0 и 2.] 
3. Вывести из предыдущей формулы следующие бесконечиые произведеиия: 


га 


ета +) ев: =”. 


м = е- +) , и) (1-Е) =", 


С 
0852 — ©0854 _ 22 ! 2 . 2 5 
1-08 а =@-= С а) (1оь) . 
— © 


Преобразовать эти произведения в произведение первичных множителей или 
‚ в произведения, не содержащие более показательных множителей, как, например: 


= (1 422 1 4272 1 422 
60$ 2 = ( =) ( — 9 ... би е ` 


4. Вывести формулы: 


, ‚. 
Е 
‚| 4—2 кой 


. че 2 4 
т.т 1 1_ 
Ес — — ат 
$12 2 2: [=== яще т т ( 1)" и ое °. |. 
_ Вывести аналогичные формулы для 
1 1 


т — па’ с052—50$а` 


5. Из формулы (17) $ 315, дающей разложение функции сх, вычислить,. 
беря последовательные производные, значения сумм 


1 >1 
Ут: т>` 
— © 
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1 
Заменяя в первой ИЗ этих формул х через 28 ГО, получаем соотношение 


Стильтьеса: 
+ оо 


Е 1 
(2—1) — у, (Вов 2 -- 2п)2” 
— © 


1 
ту» 


6. Разложить на простые элементы НКЦИИ —. 
р ФУНКЦИИ т, и 


7. Если 2 =0, то | 
$ (аш; 0, в) ==аю(н; 0, 83), Ю’(аи; 0, в) =" (и; 0, 5), 


тде 1 — корень кубичный из единицы. Вывести отсюда разложение на простые 


элементы фуикции и Шо’ когда 2. =0. 
8. Даны интегралы: , 
пы ме ах, Ань ах. 
&—ПуИжз-—1 ИГ 


ам +в м 
[зу )} у-ва =ав)“ ыы 


выразить переменное х и один из этих интегралов через трансцендентные фуик- 
ции 5, 6, с. 

9. Вывести формулу. разложения, даниую Эрмитом ($ 324), приравнивая нулю 
„сумму вычетов фуикции Р (2) [$ (х — 2) —&(х, —2)], заключающихся в параллело- 


граме периодов, где Р(х) — эллиптическая функция, и х, ху рассматриваются как 
постояиные. 


0" 
10. Вывести из формулы (60) соотиошеиие п = — (0) 


125 #'(0)° 
ряд для си не содержит члена с 18.] 


11*. Выразить через эллиптические функции параметра коордииаты хиу 
‘точек кривых: 


[Заметить, чта 


У=А[(х— а) (х— 5) (х— 6), з=А[—а(х— р, 
№ — —2а»? — — у 
0 зи -ари 5, 
СЯ, у =А(х-— а (х— 65}, 
=А(х— а) (х— 5), У=А(х— а} (х — 6}, 


8 (а -- тр А— (#60, 
33 Аз 33. А4 
нк = 0, А (ВА + вав) = 6, 


8 Ахуз (ве 38 4: 0 $ Аху хз (в вх — 48 = 0 
У -УЗ -- Ти 4В И? У- ху -- 548) =0, 
5 Ак (в 3 44 А 2 


о | ах 
Перемеиный параметр равен до постояниого иитегралу | —. 


[Брио и Буке (Вп1о е{ Воцаце1), Тнвоне 4ез {опсбопз доп етеп! рёгоаиез, 
“2-е издаиие, стр. 388—412.] 


ГЛАВА ХУТ 
АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ. 


1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ОДНИМ ИЗ ЕЕ 
ЭЛЕМЕНТОВ. 


334. Первое понятие об аналитическом продолженин. Пусть будет / (2) 
функция, голоморфная в связной части А плоскости, ограниченной 
одной или несколькими линиями, замкнутымн илн разомкнутыми; мы 
попрежнему употребляем слоно линия (т. 1, $ 13) в обычном элемен» 
тарном смысле, как мы’`это делали до сих пор. 

Если значение функции }(2) и всех ее последовательных производ- 
ных и какой-нибудь определенной точке а областн А известны, то 
отсюда можно получить значение этой функции в какой-нибудь другой 
точке д той же области. Чтобы доказать это, соединим точки аи ф 
какнм-нибуль путем Г, лежащим на всем своем протяжении в области 
А, например многоугольною лнниею или кривою произвольного вида. 
Пусть будет $ низшая граница расстояния точек пути‘ от точек кон- 
тура области А, так что круг, описанный ‘из любой точки линии [ 
радиусом, равным 6, лежит всеми своими точками в области А. По 
предположению нам известны значения функции }(а) и ее последова- 
тельных производных /' (а), }”(а),... в точке 2==а. Следовательно, 
мы можем составить целый ряд, представляющий функцию # (2) в обла- 
сти точки а: | 


да ЯК... 
| а а... (1) 


Радиус сходимости этого ряда ранен по крайней мере 8, но он может 
быть и болыше. Если точка 6 лежит в круге сходимости Су предыду- 
щего ряда, то достаточно заменить в этом ряде. через 2, чтобы по- 
лучить 7 (5). Предположим, что точка $ лежит вне круга (Су; пусть 
будет @, точка, в которой путь [ пересекает круг Су * (черт. 71). 
Возьмем на этом пути внутри Су точку 21, близкую к точке арг и та- 


* Так как значение функции } (2) в Точке 2 не зависит от пути 2, пока Ътот путь не выходит 
из области А, то можно предполежнть, жак это представлено на чертеже, что этот путь пересе- 
кает круг Су только в одной точке, а круги С,, С;....— не более чем в двух точках. Это сво-. 
дится, в сущности, к тому, что мы берем за точку а последнюю точку пересечения путк Ги 
круга Сь и то же самое для остальных точек. . 


13 9. Гуреа, т. Ц, яч. 1, 
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кую, чтобы расстояние между точками 2, и @, было меньше, чем 5. 


Пользуясь рядом (1) и теми, которые мы получим, диференцируя ряд 
(1) любое число раз, мы можем вычислить значення функции /(г2) и 
всех ее производных (21), 1" (21), ... ›, №0 (2,),... при 2==2:. Следо- 
вательно, коэфициенты ряда, представляющего функцию /(2) в области 
точки 2,, известны, если известны коэфициенты первого ряда (1), 
мы имеем в области точки 2:. 


ее) ау... НИИ у... © 


Радиус круга сходимости С, этого ряда не меньше, чем 8; следова- 
тельно, точка а, находится внутри этого круга; поэтому часть круга 
С; лежит вне круга Со. Если точка 
$ окажется внутри этого нового 
круга С,, то достаточно положить 
2—6 н ряде (2), чтобы иметь зна- 
чение /(5). Предположим, что точка 
$ находится и вне круга С); пусть 
будет а, точка, н которой путь 218 
пересекает этот круг. Возьмем на 
пути Г внутри круга С, точку 2., 
такую, чтобы расстояние между точ-. 


ками г, и а, было меньше, чем 2. 
Пользуясь рядом (2) и теми рядами, которые получим, диференцируя 
ряд (2) любое число раз, мы можем вычислить значение функцин У(2) 
и ее производных /(2,), Г’ (2.), Г" (25), ... в точке 2,. Следовательно, мы 
можем составить новый ряд: 


Пе Ву ад... АИ ар ..., (8) 


представляющий функцию /(2) в новом круге С., радиус которого ра- 
вен или больше, чем $. Если точка $ окажется в этом круге С,, то. 
. мы заменим в предыдущем равенстве (3) переменное г через 6; если 
же нет, то мы будем применять тот же прием далее. После конечного 
числа действий мы непременно получим круг, сбдержащий внутри себя. 
точку 6; на чертеже $ лежит внутри круга С.. В самом деле, всегда 
можно выбрать точки 2), 2,, 2.,... таким образом, чтобы расстояние’ 


между двумя последовательными точками было больше, чем 5: ° дру- 


гой стороны, пусть будет $ длина пути [. Длина многоугольной линии 
4212. ... 2, р р всегда меньше, чем длина кривой 5$; следовательно, 


мы имеем р + |2„—6:<5. Пусть будет р такое целое число, что- 


бы было ны Из этого нераненства следует, что после ие, 
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более чем р операций мы придем в точку 2, пути Г, расстояние кото- 
рой от точки 6 меиьше, чем 6; точка $ окажется внутри круга сходи- 
мости С, целого ряда, представляющего функцию /(2) в области точки 
2, и достаточно заменить в этом ряде 2 через 6, чтобы иметь (В )- 
Таким же образом мы можем вычислить и все производные 1’(5), 
Г (6), ... 

Из этого рассуждения следует, что возможно, по крайней мере тео- 
ретически, вычислить‘ значения функции, голоморфной в области А, и 
всех ее производных в любой точке этой области, если известна после- 
довательность значений 


(а), Л (а), Г (а), ...’ 1 (а), ... (4) 


функции и ее производных н определенной точке а той же области. 
Отсюда следует, что всякая функция, голоморфная н области А, нполне 
определена во всей этой области, если она известна в сколь угодно 
малой области, окружающей любую точку а области А, и даже если 
она известна идоль сколь угодно малой дуги кривой, ведущей в точку а. 
В самом деле, если функция {(2) определена вдоль дуги кривой, то. 
определена также и ее производная /'(2), так как значение Л (2.} 
/(2)— (а) 

2—2 ” 
когда точка 2, приближается к точке 2,, оставаясь на рассматриваемой 
дуге; если производная }'(2) известна, то отсюда получим /” (2), потом 
Л" (2) и т. д. Следонательно, все последовательные производные функ- 
ции /(2) определены при 2==а. Для краткости мы будем говорить, 
что, зная числовые значения всех членов последовательности (4), мы’ 
знаем элемент функции 7(2). Тогда/ полученный результат можно выра- 
зить следующим образрм: функция, голоморфная в области А, вполне 
определена, если извастен какой-нибудь ее элемент. Можно также 
сказать, что если две функции, голоморфные в одной и той же обла-. 
стн, имеют общий элемент, то они тождественны. 

Для определенности мы предположили, что функция Х(2) голо- 
морфна; но рассуждение можно распространить и на любую аналити- 
ческую функцию, если только путь /, по которому мы перемещаем 
переменное при переходе из точки а в точку 6, не проходит ни через 
одну из особых точек функции. Для этого достаточно, как мы уже 
видели ($ 282), разбить этот путь на несколько частей таким образом, 
чтобы каждая часть пути заключалась в замкиутом контуре, ннутри 
которого рассматриваемая ветвь функции }(2) голоморфна. Достаточно, 
по крайней мере теоретически, знать начальный элемент и путь, опи- 
сываемый переменным, чтобы найти конечный элемент, т. е. числовые 
значения всех членов последовательности такого же нида: 


КБ, Л(6),..., #°(Б),... (5) 


335. Другое определение аналитических функций. Аналитические 
функции, которыми мы занимались до сих пор, определялись выраже- 
ниями, пользуясь которыми можно было вычислять эти функции при 
всяком значении переменного, заключающемся в области, ни которой 
функция изучалась. На основании предыдущего теперь мы знаем, что 


13* ° 


в какой-нибудь точке этой дуги ранно пределу отношения 
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можно определить значение аналитической функции для любого значе-. 
ния переменного, если известен только один элемент функции. Но, 
чтобы с должною полнотою изложить теорию аналитических функций 
с этой новой точки зрения, надо прибавить к бпределению аналитиче- 
ских функций, данному Коши, новое условие, которое я считаю по- 
лезным здесь отчетливо формулировать. . 
Пусть будут 1, (2), Л,(2) функции, голоморфные, соответственно, 
в двух областях 4), А», имеющих одну общую часть А’ (черт. 72). 
Если в общей части А’ мы имеем Х (2) =Л (2), 
что будет иметь место, если эти две функции 
\ имеют в части А’ хотя бы только один общий 
элемент, то мы будем принимать, что Х (2) и Хь (2) 
образуют одну голоморфную функцию ЁР(>2), 
д / определяемую в области 4А.--А, равенствами 
2 Е (2) = 2) в А, и Е(2) =Х (2) вА,. Мы будем 
говорить также, что [, (2) есть аналитическое про- 
должение н область А, — А’ голоморфной функ- 
ции } (2), которая, по предположению, определена 
. только в области А,. Очевидно, что аналитиче- 
ское продолжение функции /, (2) в область А’, лежащую вне области Ау, 
возможно только одним способом *. 
Рассмотрим теперь бесконечную последовательность дейстнительных 
или мнимых чисел: 


Черт. 72. 


‘ар а, аз, ин нь. (6) 


удовлетворяющих только одному условию, чтобы ряд 
ага, ...-Ра,=--... (7) 


был сходящимся при каком-нибудь значении перёменного 2, отличном 
от нуля. (Мы принимаем 2—0 за начальное значение переменного, 
что не стесняет общности.) Следовательно, по предположению, ряд (7) 
имеет круг сходимости Су, радиус которого Ю не равен нулю. Если А 
бесконечно велик, то этот ряд — сходящийся при всяком значении 
переменного = и представляет целую функцию переменного. Если ра- 


* Чтобы доказать, что предыдущее условие отлнчно от определения аналитических функций, 
достаточно. заметить, что из него непосредственно вытекает такое следствие: если функция }(г) 
гдломорфна в области А, то всякая другая функция р {=}, совпадающая с } (=) в части области А, 
тождественна с } (2) во всей области А. Между тем. рассмотрим функцию 2Ё(2), определяе- 
мую следующим образом при всех значениях комплексного перемеиного 2: 


Е (2) = 12. если 252 (5): г (+) =0. 


Как ни странным кажется это условие, оно нисколько не противоречнт прежнему определе- 
нию аналитнческих функций. Функция Е (2), определенная такнм образом, големорфна при всяком 
я 


значении переменного 2 кроме 2 =>, которое есть особая точка особого рода; но свойства, этой 


функцин были бы в противоречни с только что принятым условием, так как функцин (2) и 
т и 
$1 2 были бы тождественляы при всех значення‹ 2 кроме 2 = -;_, которое было бы особою точ- 


2 
кою только для одной нз ннх. 

Вейерштрасс в Германин и Мере (М5гау) во Франции развили теорню аналитических функ- 
ций, основываясь исключительно на свойствах целых рядов; должно отметить, что их нзыскання 
вполие независимы между собою. Теория Мерей изложена в его большой работе: „Г.есоп$ пои- 
\еПез зиг ГАпа[узе пНакезнпа!е“. Ниже мы покажем, как можно постепенно определнть аналити- 
ческую функцию, если известен один ее элемент, но предполагая попрежнему известными теоремы 
Коши о голоморфных функциях. 
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диус Ю имеет конечное значение, отличное от нуля, то сумма ряда (7) 
есть функция /(г2), голоморфная внутри круга С’. Но так как нам 
известна только последовательность коэфициентов (6), то мы’ ничего 
не знаем заранее о характере этой функции вне круга С,. Мы не 
знаем, можно ли присоединить к кругу Сь соседнюю область, образу- 
юшую с кругом связную область А, такую, чтобы в А существовала 
голоморфная функция, совпадающая с (г) внутри Су. Пользуясь мето- 
дом предыдущего параграфа, мы можем узнать, имеет ли это место. 
Возьмем в круге Су точку а, отличную от начала координат; пользуясь 
рядом (7) и рядами, которые получим, диференцируя почленно ряд (7), 
мы можем вычислить элемент функции 7(2), соответствующий точке а, 
и следовательно, составить целый ряд: 


Пай лад... АИ лор... 8) 
представляющий функцию /(2) в области точки а. Этот ряд — наверное 
сходящийся в круге с центром в точке а и с радиусом, ранным Ю — |@| 
{$ 262), но он может быть сходящимся в большем круге, радиус кото- 
рого не может, однако, превзойти Ю--|а|, так как, если бы он был 
схолящимся в круге с радиусом, равным Ва! 8, то отсюда сле- 
довало бы, что ряд (7) сходящийся в круге, описанном из. ‘начала 
координат радиусом, равным А-- $, что противно предположению. 
Предположим сначала, что радиус круга сходимости ряда (8) исегда 
равен ® — |@|; где бы в круге Су ни была взята точка а. В этом слу- 
чае совсем нельзя аналитически продолжить ‘функцию } (2) вне круга, 
по крайней мере, если пользоваться только целыми рядами. Мы можем 
утверждать, что не существует голоморфной функции Р(2), определен- 
ной в области А плоскости, большей, чем круг С, и совпадающей 
с 1(2) н крухе С,, так как в про- 
Тивном случае мы могли бы, как 
видели, пользуясь методом анали- 
тического продолжения, опреде- 
лить значение этой функции в 
точке, лежащей вне круга Су. 
В этом случае часть плоскости, 
лежащая вне круга Су, называется 
пустым (лакунарным) простран- 
ством для функции /{2). Не- 
сколько ниже мы увидим этому 
примеры. | | 

Предположим теперь, что при 
соответственном выборе точки а Черт. 73. 
в круге Со мы найдем, что круг 
сходимости С, ряда (8) имеет радиус больший, чем Ю — | а]. Этот круг 
С; имеет часть, расположенную вне С, (черт. 73), и сумма ряда (8) есть 
функция Х, (2), голоморфная в круге С,. В круге у с центром в точке а; 
касающемся изнутри круга Со, мы имеем Д (2) =/(2) (5 262); следователь- 
но, это равенство имеет место во всей области, общей обоим кругам Сь, С; . 
Пользуясь рядом (8), мы можем аналитически продолжить функцию }(2) в 
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часть круга С,, лежащую вне круга Со. Пусть будет а’ точка, взятая н этой 
области; поступая, как выше, мы составим ноный целый ряд, располо- 
женный по степеням 2 — @', сходящийся в некотором круге С... Если этот 
круг С, не лежит всеми своими точками в круге С, то новый ряд 
даст возможность аналитически продолжить функцию 7(2) в более ши- 
рокую область и т д. Понятно, что таким образом можно постененнс 
расширить область существования ‚функции }(2), которая была опреде- 
лена сначала только: внутри круга Со. 

Ясно, что предыдущие операции можно выполнять бесконечно раз- 
личными способами. Чтобы в них разобраться, надо точно определить 
путь, проходимый переменным. Предположим, что можно получить, как 
это изложено выше, аналитическое продолжение функции, определяе- 
мой рядом (7), вдоль некоторого пути Ё. Каждая точка х пути [ есть 
центр круга с радиусом х, внутри которого функция представляется 
сходящимся целым рядом, расположенным по степеням разности 2 — х. 
Радиус г этого круга меняется непрерывно вместе с х. В самом деле, 
пусть будут & и х’ две близкие между собою точки пути Гаги 
/ — соответствующие радиусы. Если х’ настолько близко к х. что 
1х’ — х| <», то, как было только что указано, радиус ГР заключается 
между г—|х—х| и Г-Н х'—х|. Следовательно, разность и’ — г 
стремится к нулю вместе с |х’—х|. Пусть будет теперь С,’ круг, опи- 


‹анный из начала координат радиусом, равным и а —какая-ни- 


Ю 
о 
6 С; ус сходим 8 К 
уль точка окружности ; радиус сходимости ряда (8) не меньше 5, 
но он может быть и больше. Так как этот радиус непрерывно изме- 
няется вместе с положением точки а, то, следовательно, для какой- 
нибудь точки окружности Су’ он проходит через наименьшее значение 


ю 
-9; 1. Не может быть г> 0. В самом деле, если бы г было поло- 


'жительным, то существовала бы функция Р(2), голоморфная в круге, 
описанном из начала координат радиусом, равным Ю-|- г, и совнадаю- 
зная с 7(2) внутри круга Сь. При значении переменного 2, модуль 
которого заключается между А и А--г, функция Е(2) была бы равна 


Юю 


сумме ряда вида (8), где а есть такая точка круга Су’, что |2 — а! <5 = =. 

Но тогда, по теореме Коши, функция Р(2) была бы равна сумме це- 
. г . 

лого ряда, сходящегося в круге с радиусом, равным Ю-+{+--, и этот 


ряд должен был бы быть тождественным с рядом (7), что невозможно. 
Следовательно, на окружности С,’ есть по крайней мере одна 


Ю 
точка а, для которой радиус круга сходимости ряда (8) равен >, и 


р) ? 
этот круг касается изнутри круга Су в точке а, в ‘которой радиус Оа 
пересекает этот круг. Точка @ есть особая точка функции /(2), лежа- 
щая на’ окружности Су. Как бы ни был мал радиус круга с, описанного 
из точки @, не может существовать голоморфной функции, которая 
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была бы тождественна с функциею {(2) в части, общей обоим кругам 
Су и с. Ясно также, что круг сходимости ‘ряда (8) с центром в любой 
точке радиуса Оа касается круга Су изнутри в точке & *. 

Рассмотрим теперь какой- нибудь путь [, выходящий из начала ко- 
ординат и приводящий в какую-нибудь точку й, лежащую вне круга 
Со; предположим, что переменное описывает этот путь, перемещаясь 
постоянно в направлении от Ок 2. Пусть будет @, точка, в которой 
иеременное выходит из круга; если эта точка @, есть особая точка, то 
итти по пути Г за эту точку невозможно. Предположим, что а, не 
есть особая точка; тогда можно составить целый ряд, расположенный 
по степеням разности 2—4; и сходящийся в некотором круге С, 
с центром в точке @., сумма которого ховпадает с /(2) в части, общей 
обоим кругам Су и С;. Чтобы вычислить (а), /(а.),..., можно 
взять, например, промежуточную точку, лежащую на радиусе Оз. 
Пользуясь суммою второго ряда, мы можем аналитически продолжить 
функцию 7(2) вдоль пути [, начиная от точки @\, пока переменное” г 
не выйдет из круга С;. В частности, если весь путь, начиная от точки 
а, лежит внутри круга Су, то’ этот ряд даст нам значение ›функции 
в точке 2. Если путь выходит из круга С, в точке а,, то мы составим 
другой целый ряд, сходящийся в круге С. с центром в точке а, и т. д. 
Предположим сначала, что после канечного числа операций мы придем 
к кругу С, с центром в точке @,, содержащему всю оставшуюся часть 
пути после точки а, и, в частности, точку й. Достаточно будет заме- 
нить 2 через 2 в последнем составленном ряде и в тех. рядах, которые 
получим, диференцируя первый ряд’ почленно, чтобы иметь значения 
И), Р(2, Г’(2),..., © которыми мы приходим в точку 7, т. е. 
иметь конечный элемент функции. 

Ясно, что мы придем в любую точку пути Ё с вполне определен- 
ными значениями для функции и всех ее производных. Заметим также, 
что можно было бы заменить круги Су, С}, С.,..., С, последователь- 
ностью кругов, определенных таким же образом, с центрами в любых 
точках 21, 2.,..., 2, пути 1; надо только, чтобы круг с центром в” 


& Если вс: коэфнциенты ал ряда (7} действительны и положительны, то точка 2 = В есть 
непременно особая точка на окружности С. В самом деле, если бы это было не так, то целый 


еее 


представляющий функцию ] (2) в области точки д = <. имел бы радиус сходимости больший, чем 


о) (5) +..., 


в 
о. Тем более это имело бы меёто н для ряда 
Ре Ко Вей 
1 (== р -..., 

2 2 2 
каково бы ии было зиачение аргумента «, так как очевндно, что если все коэфициенты а» полс- 
жительны, то 

Ве ы 
п) ( `` =—1(®) 


Следовательио, миннмум радиуса сходнмости ряда (8), когда а описываег окружность Су', был 
бы больше, ‚чем =>. 
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точке 2, содержал часть пути [, заключающуюся между точками 2. и 


2.1. Можно также несколько изменять путь [, сохраняя те же концы; 
при этом конечные значения функций 1 (2), Л (2), /"(2),... не изме- 
нятся. В самом деле, круги Су, С.,..., С, покрывают некоторую 


часть плоскости, образующую род полосы, в которой лежит путь 1; 
можно заменить путь /[. всяким другим путем //, идущим из точки 2% 
в точку & и расположенным в той же полосе. Предположим для опре- 
деленности, что мы должны были 
воспользоваться тремя последователь- 
ными кругами Су, С., С, 1черт. 74). 
Пусть будет [/ другой путь, лежа- 
щий в полосе, образуемой этими 
тремя кругами; соединим между со- 
бою точки ти п. Если мы идем из 
О в т сначала но пути Одт, а по- 
том по пути Олт, то ясно, что мы 
придем в т с одним и тем же эле- 
ментом, так как в области, обра- 
зуемой кругами Со и С;, функция 
голоморфна. Точно так же, если мы 
идем из т в @ по пути та 
или по пути 727, то в обоих случаях мы придем в точку 2 с одним 
и тем же элементом. Следовательно, путь [ равносилен пути Оятпё, 
т. е. пути //. Способ доказательства останется тот же самый, каково 
бы ни было число последовательных кругов. В частности, всегда можно 
заменить любой путь ломаною линиею *. 

336. Особые точки: Применяя предыдущий прием, мы можем встре- 
титься с таким случаем, когда нельзя найти круга, содержащего . всю 
оставшуюся часть пути Г, как бы далеко мы ни продолжали операции}, 
так будет, если а, есть особая точка, лежащая на окружности Ст» 
так как здесь мы должны будем остановиться. Если операцию можно 
продолжать неограниченно, и мы никогда не придем к кругу, содержа- 
щему всю оставшуюся часть пути Г, то точки ат, @,, а,.1›..- 
стремятся к некоторой предельной точке Х пути Г, которою может 
быть или сама точка 7, или точка, лежащая между О и 2. Точка \ 
есть также особая точ«а, и нельзя вести аналитического продолжения 
функции /(2) вдоль пути Ё за точку \.› Но если Х отлична от 2, то. 
отсюда не следует, что сама точка есть особая точка и что нельзя’ 
притти из О в & другим путем. Рассмотрим, например, функции 


УТ-Е2 или Гов (1 -- г); здесь нельзя итти из начала координат в точку 
2——2 вдоль действительной оси, так как мы‘не могли бы перейти 
особой точки г==—Т. Но если мы будем перемещать переменное 2. 
по пути, не проходящему через эту точку, то. ясно, что мы придем 
в точку #2 =—2 после конечного числа операций, так как все после- 
довательные круги пройдут через точку 2 = —1. Заметим, что преды- 
дущее определение особых точек зависит от пути, проходимого пере- 


Черт. 74, 


. * Рассуждение должио быть проведеио несколько попробнее, еслн путь Д имеет двойные 
точки, так как в этом случае полоса, образуемая последовательными кругами, может отчасти по- 
крывать самоё себя. Впрочем, здесь, по существу, нет викаких действнтельиых затруднений. 
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менным; точка А может быть особою точкою для определенного пути 
и не быть таковою для другого пути, если функция имеет несколько 
различных ветвей. , 

Если два пути Г., С’, соединяющие начало координат с точкою 7. 
приводят к различным элементам в точке 2, то существует по крайней 
мере одна особая точка внутри площади, которая была бы покрыта: 
одним из путей, например, Г., если бы мы непрерывно деформировали 
его, сохраняя неподвижными его конечные точки, так, чтобы он при- 
шел в совпадение с Г.'. Предположим (что всегда можно сделать), что 
оба пути Г, Ё;' суть ломаные линии с одинако- 
вым числом сторон Оа161с,... 17 и Оа,' 6,'...4'2 
(черт. 75). Пусть будут а, 6.,с.,..., (15 середины АА: 
отрезков аа", 616,',..:, 4'. Путь Ё», предста- ь , . 
вляющий ломаную линию Оа.6., ...[2, не может / у ` 
быть равносилен одновременно обоим путям [., /.1',. . 
если он не содержит особой точки. Если этот Г: ` Ь› р 
путь С, содержит особую точку, то теорема до- у 
казана. Если же пути [. и Г, не равносильны 
друг другу, то тем же приемом мы найдем отсюда а: а’ 
новый путь [,, содержащийся между [4 и [.. \/7 р 
Продолжая эти операции, мы или придем к пути Г, 0 
содержащему особую точку, или же получим нео- 
граниченную последовательность путей Гл, [.,... Черт. 75. 

Эти пути стремятся к некоторому предельному 

пути А, так как точки а,, а», а;,... стремятся к некоторой предель- 
ной точке, лежащей межлу а и а,', ит. д. для других точек. Этот 
предельный путь А необходимо должен содержать особую точку, так 
как можно провести по обе стороны А два пути, бесконечно близких 
к А и приводящих к различным элементам для функции в точке й; 
этого не могло бы быть, ‘если бы А не содержало особой точки, так 
как тогда пути, бесконечно близкие к А, должны были бы быть равно- 
сильны этому пути А. . 

Предыдущее определение особых точек — чисто отрицательное и не: 
дает никаких указаний на характер функции вблизи особой точки. Ни 
одно предположение относительно этих особых точек или их распре- 
деления в плоскости не может быть заранее отброшено, если только 
оно не содержит противоречия. Только изучая аналитическое продол- 
жение, мы можем выяснить различные возможные здесь обстоятельства *. 

337. Общая задача. Из предыдущего следует, что аналитическая 
функция, по ‘существу, определена, если известен один ее элемент, т. е. 


* Пусть будет /(х) аналитическая функция, голоморфная вдоль отр-зка а действительной 
оси. В области каждой точки а этого отрезка функция может быть представлена целым рядом, ра- 
диус сходимости которого А (а) не равен нулю. Этот радиус А,. будучи непрерывною функциею- 
от а, имеет положительный минимум г. Пусть будет о положительное числе, менышее числа г, и 
Е — область плоскости, описываемая кругом с радиуёом, равным о, ковда центр этого круга пере. 
мещазтся по отрезку аб. Фуикция } (х} голоморфиа в области Е и иа ее контуре, Пусть булет М 
верхняя граница ее модуля; из общих формул (14) ($ 284) следует, что во всякой точке х отрезка 
а мы имеем неравенство (см. т. Т, $ 183): ` 


1 М 


п! 
РО ы 
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если известна такая последовательность коэфициентов @0, @1, @., ... 
...,@р» -*.э ЧТО ряд 


ж%--а, (х—а)--... а, (х—а)"-... 


имеет радиус сходимости, отличный от нуля. Если эти коэфициенты 
известны, то возникает следующая общая задача: найти значение 
‚функции в какой-нибудь точке В плоскости, когда переменное описы- 
вает определенный путь, идущий из точчи а в точку В. Можно 
также искать особые точки аналитической функции; ясно, впрочем, что 
обе задачи тесно связаны друг с другом. Самый метод аналитического 
продолжения дает решение, по крайней мере, теоретическое, этих обеих 
задач, но он применим только в весьма частных случаях. Например, 
так как нам неизвестно заранее число промежуточных рядов, которые 
надо ввести, чтобы перейти от точки @ в точку В, и так как суммы 
этих рядов можно вычислить лишь с некоторым приближением, то не- 
возможно оценить степень точности полученного конечного приближе- 
ния. Поэтому необходимо искать более простые решения, по крайней 
мере в частных случаях. Однако только за последнее время эта задача 
явилась предметом ряда работ, которые привели к важным результатам; 
некоторые из них мы вкратце изложим в ряде последующих параграфов. 
"То обстоятельство, что эти исследования появились лишь недавно, сле- 
дует приписать не только трудности вопроса, как бы велика она ни 
была. В самом деле, функции, которые последовательно изучались ма- 
тематиками, не выбирались ими произвольно: изучение этих функций 
вызывалось характером самих задач, которые им представлялись. Между 
тем, за исключением небольшого числа трансцендентных функций все 
этн функции, после элементарных явных функций, определялись или. 
как корни уравнений, не допускающих формального решения, или как 
интегралы алгебраических диференциальных уравнений. Таким образом 
понятно, что изучение неявных функций и функций, определяемых 
диференциальными уравнениями, должно было логически предшествовать 
изучению общей задачи, по отношению к которой эти две задачи 
являются, в сущности, лишь весьма частными случаями. 

Нетрудно показать, как изучение алгебраических диференциальных 
уравнений связано с теориею аналитического продолжения. Рассмотрим 
для определенности два целых ряда у(х), 2(х), расположенных по по- 
ложительным степеням переменного Х и сходящихся в круге С, опи- 
санном из точки х—0 радиусом, равным Ю. С другой стороны, пусть 


будет Р(х, у, У, у’,..., УФ, &, 2 #,..., 29) целый многочлен 
‚относительно х, у, У,... УР), 2, #',.... 249). Заменим в этом мно- 
гочлене у и 2 предыдущими рядами, у’ у’,..., УР — производными 
от ряда у(х) и 2', г",..., 29) — производными от ряда 2(х); в ре 


зультате мы получим тоже целый ряд, сходящийся в круге С. Если все 
коэфициенты этого ряда равны нулю, то голоморфные функции уУ(х), 
2(х) удовлетворяют. в круге С соотношению: 


Е(х, у, У,..., УФ, 2, #,..., 29)) ==0. (9) 


„Докажем теперь, что функции, которые мы получим, продолжая ана- 
литически ряды у(х) и 2(х); удовлетворяют тому же соотношению 
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в0 всей области их существования. Точнее, если мы будем перемещать 
переменное х по пути Ё, выходяшему из начала координат, пересека- 
ющему окружность С и приходящему в некоторую точку @ плоскости, 
лежашую вне круга С, и если можно аналитически продолжить оба 
ряда у(х), 2(х) вдоль этого пути, не встретив ни одной особой точки, 
то целые ряды У(х— а), ((х— а), с которыми мы придем в точку а 
прелставляют в области этой точки две голоморфных функции, удо- 
влетворяющие соотношению (9). В самом деле, пусть будет х, какая- 
нибудь точка пути Г, лежащая внутри круга С и близкая к точке, 
в которой путь Ё пересекает окружность С. Из точки х, как из 
центра можно описать круг С., часть которого лежит вне круга С; 
существуют два целых ряда у(х —х\), 2(х —х:), сходящихся в круге С}, 
суммы которых тождественны с суммами рядов у(х), 2(х) в части, 
общей обоим кругам Си С. Заменяя в Е функции у и 2 этими двумя 
рядами, мы получим целый ряд Р(х—х,.), сходящийся в круге С;. Но 
в части, общей обоим кругам С и`С,, мы имеем Р(х—х,)==0; сле- 
довательно, все коэфициенты ряла Р(х —х,) равны нулю, и оба новых 
ряда у(х— 1) и 2(х—х,) удовлетворяют в круге С, соотношению (9). 
Продолжая то же рассуждение, мы видим, что соотношение Р=0 
будет всегда удовлетворяться аналитическими продолжениями обоих 
рядов у(х) и 2(х), по какому бы пути мы ни перемещали переменное; 
таким образом теорема доказана. 

Таким образом. изучение ‘функции, определяемой диференциальным 
уравнением, есть, в сущности, лишь частный случай общей задачи 
об аналитическом продолжении. Но, с другой стороны, нетрудно по- 
нять, что знание частного соотношения между аналитическою функциею 
и некоторыми из ее производных может в некоторых случаях облег- 
чить решение задачи. Мы вернемся к этому вопросу при изучении 
теории диференциальных уравнений. 

Этот метод, очевидно, нельзя применять к произвольно заданному 
целому ряду, в случае если мы не знаем его происхождения. 
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338. Замена переменного. Если в какой-либо области О, внутренней 
по отношению к окружности С радиуса Ю, задана аналитическая фуик- 
ция /(2) разложением в степенной ряд 

у =щ-а2-...-Р а, --..., (10) 
или, проще говоря, ее элементом, то, чтобы получить, — в случае если 
это возможно — аналитическое продолжение этой функции в более ши- 
рокой области, пользовались многочисленными методами, по виду весьма 
разнообразными, но основанными на весьма простой обшей идее. Ряд 
Тейлора следует заменить каким-либо аналитическим выражением, опре- 
деляющим функцию, голоморфную в некоторой односвязиой области ДО", 
частично расположенной вне Д и имеющей с ней общую часть, причем 
это аналитическое выражение должно представлять ту же самую функ- 


цию 1(2) в части, общей обеим областям. В части области О’, внешней . 
по отношению к Д, этот новый способ определения функции предста- 
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вляет аналнтическое продолжение функции, заданной внутри Д с по- 
мощью степенного ряда (10). В качестве аналитических выражений, пред- 
ставляющих голоморфные функции, по болышей части пользуются рав- 
номерно схолящимися рядами аналитических функций ($ 290) или же 
определенными интегралами, в которых независимое переменное при- 
сутствует в качестве параметра под знаком интеграции (см. 8 352). 

Общий прием последовательного нахождения аналитического про- 
должения функции, заданной при посредстве степенного ряда (10), 
. применявшийся нами до сих пор, оказывается лишь весьма частным 
следствием упомянутой общей идеи, так как он состоит в замене ряда 
(10) другим степенным рядом; расположенным по степеням разности 
2 — 25, Где го —точка, внутренняя к кругу С, и коего сумма совпадает 
с суммой первого ряда в части, общей обоим кругам сходимости. 
В сущности, это сводится по отношению к ряду (10) к замене пере- 
менного 2=2. 7. 

Вообще, пусть 


$ (2)=-87- 5,72 +... . (11) 


означает функцию, голоморфную в области О плоскости переменного 2, 
заключающей в себе начало координат, и такую, что |6 |<Ю. Произ- 
водя замену переменного 2 =—=4$(7) в ряде (10), можно заменить его 
другим степенным рядом, расположенным по’ степеням переменного 7: 


Верес. ..., (12) 


причем коэфициенты с„ вычисляются при посредстве коэфициентов обоих 
рядов (10) и (11); этот новый ряд сходится в окрестности точки (=0 
(т. Ь $ 178). В упомянутом параграфе было установлено, что’равен- 
ство 11$ (2)] ==Р (2) является справедливым в окрестности точки 2 ==0. 
Теперь мы изучим этот вопрос более подробно. 

Пусть Г означает окружность с центром 2=0, расположенную в области 
р и в области сходимости ряда (12). Когда точка 2 описывает область А, 
ограниченную окружностью Г, точка 2==ч (7) описывает область 0’, 
ограниченную замкнутой кривой С’, и эта область [’, несомненно, со- 
держит часть, расположенную внутри Д, так как она заключает в себе 
точку 2=8,, которая отвечает точке 2—0. Мы предположим, что 
точки областей А и О’ соответствуют друг другу взаимно однозначно, 
так что. соотношение 2=—$(7) определяет конформное отображение 
области О’ на круг А. Пусть. ==$(2) означает функцию, обратную 
по отношению к $(2), в свою очередь, голоморфную в области 0". 
Если теперь в ряде’ Р(2) заменить 7 через $ (2), то мы получаем функ- 
цию РФ (2)], которая является голоморфною- функцией переменного 2 
в области О’, совпадающею с функцией /(г) в окрестности точки 2 = в. 
Следовательно, имеем равенство Х(2) == Е [$ (2)|, справедливое в общей 
части обеих областей Ри’, и если область О’ имеет части, распо- 
ложенные вне О, то новообразованный ряд (12) дает аналитическое про- 
должение функции 7 (2) в части области О’, внешней по отношению к 2. 

Итак, мы приходим к двум различным задачам, одна из который 
была уже нами указана (5 289). Если а рйой известно, что функция, 
заданная рядом (10), голоморфна в области 0’, частично расположен- 
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ной вне ДО, то, чтобы получить разложение функции Х(2), имеющее силу 
в этой новой области, достаточно будет найти конформное отображе- 
ние области О’ на круг. 

Совсем иная задача возникает в случае, если ничего не известно по 
поводу особых точек функции /(2). В таком случае, напротив, нужно 
исследовать, является‘ли возможным выбрать функцию %(/) таким об- 
разом, чтобы при выполнении остальных высказанных условий ряд (12) 
оказался сходящимся в точках, внешних по отношению к 0. Очевидно, 
что по этому поводу нельзя высказать определенных правил *. 


Предположим Ю =1 ивыполним замену переменного 2 — откуда, об- 


74 
1х’ 
ратно, находим Й= > . Ряд Х(2) преобразуется к виду: 

ЕР =о-ай- 62:-+-...+ с," -+..., 
где коэфициент с„, легко вычисляемый общим методом, имеет выражение: 
("п— р и) —2) 


у 


си =а „(и — фа, - Яо... (п 1) 0,. (13) 


Вблизи начала координат, несомненно, имеет место соотношение 
2 
)=Е( 
1 (2) ( г? 


Чтобы выяснить, в какой области это соотношение является справедлявым, 
заметим, что гомографическое. преобразование 72--2— Й=0 приводит в соот- 
ветствие круги обеих плоскостей и что кругу Г радиуса р с центром в начале 
координат, расположенному в плоскости переменного 7, отвечает в плоскости 2 
круг С’, сопряженный по отношению к двум точкам 2 = о, 2—1 и такой, что для 
каждой точки этого круга имеем: 


[21 =212—1]. 


Если р меньше или равно 5 ‚ то круг С’ расположен изнутри круга С ра- 


диуса А —1 с центром в начале’ координат или касается окружности С внутрен- 
ним образом в точке 2=-1. Следовательно, ряд Р(2) является сходящимся 


в каждой точке, расположенной внутри круга Г радиуса 5, ° равенство {(2;= 


2 
—=Р (= оказывается справедливым во всех точках, внутренних к соответ- 


ствующему кругу в плоскости 2, который касается окружности С изнутри в точке 
2—=-— 1. Если точка 2= —1 является особой точкой функции }(2), то = 


1 
—=— 5 есть особая точка для Р(7), и второй ряд не может сходиться в круге 
1 
радиуса, большего 5 Если точка 2 =— 1 не является особой для {(2), то ряд 


. 1 . 
Р(2) сходится в круге радиуса 2 >5, и новый ряд позволит продолжить ана- 


литически функцию {(2) за пределы круга С. 
во этом могут представиться следующие частные случаи: 


. 1. = <?< 1. Кругу Г радиуса р, расположенному в нлоскости 2, отвечает 
в плоскости 2 круг С’, заключающий внутри себя обе точки 2—0, #=—1, н 


* Е. 11п4е16Е, Ветагаиез зиг ип рипсре з6пёга! Че Та бое 4ез ФТопсНопз апайуНаиез, 
Ас'а бей; Рептсае, т. ХММ, № 7, Гельсингфорс 1898. 
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+ 2 \ 
внутренности круга Г отвечает внутренность круга С". Равенство } (2) —=Р 1— .} 


дает, следовательно, аналитическое продолжение функции }(2) в части, внутрен- 
ней к кругу С’ и внешней по отношению к кругу С. 


2. Р=5. Внутреуности круга Г отвечает часть плоскости переменного 2, 


расположенная слева от перпендикуляра к действительной оси, восставленного 


в точке 2==--. Функция, заданная внутри круга С при посредстве степенного 


2 
ряда (10), следовательно, голоморфна в целой полуплоскости, расположенной слева 
от этой прямой, и представляется в этой области с помощью выражения 


2 
Р (: — ;) ° 
3. р`> 1. Области плоскости переменного 7, внутренней к кругу Г радиуса 5, 
отвечает в плоскости 2 область. внешияя по отношению к соответствующему 
кругу С", окружающему точку 2==1, причем начало координат расположено вне 
его. Функция ]{ (2), следовательно, голоморфна в этой неограниченной части пло- 
скости, включая бесконечно удаленную точку, соответствующую точке 2=1 


в плоскости 2. В частностн, если {(2) не имеет другой особой точки кроме 2 —= 1. 
которая может быть полюсом или существенно особой изолированной точкой, то. 


Р- - 
в этом случае р со, и ряд г(т=,) оказывается сходящимся при любом 2 


кроме 2 = 1. . . 

339. Подпоследовательности. Если `имеем абсолютно сходящийся ряд, то, 
как известно (т. Т, $ 156), его можно заменить другим рядом, каждый член кото- 
рого является суммой любого числа последовательных членов первого ряда. Дру- 
гими словами, вместо того чтобы рассматривать последовательность, составленную 
всеми частичными суммами 51, 50,...› Э» ... Членов ряда, можно ограничиться 
рассмотрением последовательности, составленной некоторыми из них, Зи,, 5„,, ... 


--*› 5, ..., ГДе пн, Ма, ..., Пр» -.. СУТЬ возрастающие целые числа. Очевидно, 


что если первая последовательность сходится, то же самое оказывается`справедливым 
и по отношению ко второй, и предел должен быть одним и тем же для обеих 
последовательностей, но обратное утверждение не всегда верно. 

Применим это замечание к степенному ряду (10). Последовательность, со- 
ставленная частичными суммами $„ (2), 5,2), .-., Зи), ..., сходится равно- 


мерно к функции {(2) в любой области, Внутренней к кругу сходимости; ио мо- 
жет случиться, что при подходящем выборе чисел па, По, ..., Пр, ... эта последова- 
тельность будет сходиться равномерно и в более широкой области. В таком слу- 
чае предел этой последовательности представляет аналитическое продолжение 
функцин }(2) в части новой области сходимости, внешней по отношению к С. 
Рассмотрим, например, степенной ряд, в котором все показатели имеют вид 


'2" — 1, . 
(2) == а, + ааа + аз -- 121 --...-- аи" +... (14 


с ‘кругом сходимости конечного радиуса Ю. Полагая ‚2 ==х (1 -- х), получаем но- 
вый ряд: 


ао + ах (1-х) -- 43а хз... Раы ха д) +..., (5) 
который может быть записан в виде ряда Тейлора, если расположить все члены, 
ряда (15) по возрастающим степеням лх: 


Е=Б- их и... рр... (16), 


Обратно, исходя из степенного ряда (16), приходим к ряду (15). объединяя. 
вместе все члены со степенями от 2и-1 до 27+1— 2, так что все частичные сум- 
мы членов ряда (15) входят в состав последовательности частичных сумм ряда (16). 

Пусть г означает радиус сходимости ряда. (16). Последовательность, соста- 
вленная всеми частичиыми суммами членов этого ряда, сходится внутри круга 
радиуса г к пределу Р(х). Но функция Р(х) является в то же время пределом. 
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последовательности, составленной частичными суммами членов ряда (15), и эта 
последовательность сходится в том случае, если | х(1-х)| < Ю. Новая область. 
сходимости, которая непременно содержит в себе первоначальную, ограничена 
кассиноидой с двумя фокусами х==0, х-= —1. Если эта кассиноида может быть 
описана одним непрерывным движением, то функция Р(х) голоморфна внутри 
этого контура и представляется во всей названной области с помощью ряда (15%. 
Если кассиноида состоит из двух отдельных замкнутых кривых, то аналитическое 
продолжение функции Р(х) определяется с помощью ряда (15) лишь во вну- 
тренности той ветви кассиноиды, которая заключает в себе начало координат. 
Заметим еще, что эта кассиноида имеет с кругом радиуса г только. одну общую. 


1+ ИГ 4Ю 
2. 


В раесмотренном примере положение вещей становится легко понятным, 
если принять во внимание, что степенной ряд (14) заключает в себе пустоты. 
Островским высказано следующее общее предложение *: 

В случае, если из некоторого степенного ряда (10) можно выделить под- 
последовательность частачных сумм Зи, Зть ++.» Эн +.» СХОдЯЩУЮСЯ рав- 


номерно вне круга сходимости, то названный ряд является суммой двух 
степенных ряд08, из которых один имеет больший радиус сходимости, а. 
другой заключает в себе пустоты. 


точку х == ‚ И что эта точка непременно является особой. 


340. Преобразование к виду интеграла. Иногда бывает возможно по- 
лучить аналитическое продолжение функции, представленной с помощью 
степенного ряда, подставляя на его место какой-либо определенный ин- 
теграл, равносильный ряду внутри круга сходимости и в то же время. 
сохраняющий смысл во внешних точках. Рассмотрим относящийся сюда 
пример, заимствованный из теории гипергеометрического ряда Гаусса. 
Этот знаменитый ряд 

В 


Е (а, В, у, ха Ех... 


у 
а(а-- 1)... (а-п—1)8 8-1)... 8-10, 
тт 12... пла. ао =... 


в котором ни одно из чисел а, В, | не равно целому отрицательному 
числу, имеет круг сходимости единичного радиуса. Чтобы найти ана- 
литическое продолжение за пределы этого круга, в некоторых случаях 
достаточно бывает заменить названный ряд определенным интегралом,. 
принадлежащим Эйлеру. Предположим, что действительные части ЕВ и 
Я (у— 8) положительны. В таком случае определенный интеграл 


1 
$ = [2-41 —т-8-Ц1— 5) 24 (18) 
0 


взятый вдоль отрезка действительной оси от #=0 до #==1, имеет 
смысл при условии, что точка с аффиксом. х не расположена на не- 
ограниченной части действительной оси между х=1 и х- с. Чтобы 
окончательно уточнить смысл этого интеграла, условимся считать аргу- 
менты АтрЁи Ато (1—2) равными нулю и примем за аргумент для 
(1 — 25) тот, который обращается в нуль при #==0. В таком случае, 
при условии, если |х|!<.1, функция (1-—{*)-* может быть разложена 


* „ОБег уоНзпаве Сеыее еснтёз&юег Копуегреп? уоп Еошеп апаГуЧзспег ЕипкНопеп.. 
(Аврапашпяеп аи 4ет Матетайзсйеп бетитдг 4ег Натбигезсйеп Ипгоегз ИЕ, т, 1, 1922, стр. $27“) 
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в ряд, ‘сходящийся равномерно при всех действительных значениях # 
между нулем и единицей: 


(<= ах вер Вл +. 


ии. 


Помножая все члены этого ряда на #-Ц1 — #1-8-1 получаем дру- 
той ряд, который можно интегрировать почленно, и мы находим: 


1 
Ф(х) = ([2-а — ВЕ 
о . 
1 


со 
+ ет "т О 4 


Но интеграл 
р в+л-1 1-8-1 
[ (1—1) 4 
о 


равен 
ГВГЕ—В) 
га» ’ 
т. е. (т. 15 90 и 143) 
ВИ... ВЕ ГОТОВ. 
УИ... 9-Е” ПГа) 


Следовательно, при всяком х внутри круга сходимости: 


Ф (х) = И у: а, В, у, >). (19) 


В следующей главе мы увидим, что интеграл’ Ф(х) есть функция 
переменного х, голоморфная в целой плоскости, в предположении, что 
путь, описываемый точкой х, не пересекает разреза 1... - со. Следо-_ 
вательно, аналитическое продолжение ряда Р(а, В, |, х) голоморфно 
во всей названной области. В частнссти, мы видим, что эта функция 
голоморфна в части плоскости, расположенной слева от прямой $: (х)=° 


1 
—5 › И потому ($ 338) может быть разложена в этой области в ряд, 


расположенный по степеням . Это разложение легко получить, ис- 


х 
х—1 
ходя из интеграла Ф(х). Действительно, если. в нем заменить х на 
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- и затем подставить 1—9 на место Ь’то этот интеграл примет 


Хх! 
вид: 


х т 


’ 


причем новый интеграл отличается от первоначального лишь заменой 8 


на у— В. 

Следовательно: 

Хх \ _Г®Га-в р 
Ф = (1—Х)* А (а, у— В, т, Х). 

Теперь заменим А на —- и сравним полученную формулу с фор- 
мулой (19). | 

Находим: 

х \ 
Е (а, 3, 1, э=и—^ (1—8 1, = _ (20) 


— формула, дающая возможность вычислить аналитическое продолжение 
функции Р(а, В, |, х) в полуплоскости. 

отн пример можно связать с одним общим методом, 
принадлежащим Аламару *. Сперва дадим несколько ' определений. 
Предположим, что мы осуществляем аналитическое продолжение: 
функции (2), заданной степенным рядом (10), заставляя пе- 
ременное описывать полупрямую, выходящую из начала координат. 
Если таким путем ‘нельзя достигнуть всех точек этой полупрямой, то 
можно достичь лишь тех` из них, которые расположены между началом 
и какой-либо точкой @, каковая непременно является особой. Таким об- 
разом на каждой полупрямой, выходящей из начала координат, най- 
дется точка а, которая может быть расположена на конечном расст я- 
нии или в бесконечности. 

Если удалить из каждой полупрямой ту часть, которая расположена 
по другую сторону точки @ относительно начала, то остающаяся часть 
плоскости образует прямолинейную звезду Е функции Х(г) относительно 
точки О. Короче говоря, эта звезда образована множеством точек плоско- 
сти, достижИмых из точки О посредством прямолинейного аналитического 
продолжения. Если функция /(г) имеет лишь конечное число особых точек, 
то звезда состоит только из конечного числа лучей. Напротив, если 
функция /(2), как мы это увидим в дальнейшем на ряде примеров, не 
может быть аналитически продолжена за пределы какой-либо замннутой, 
кривой, окружающей начало координат, то звезда должна состоять из ча- 
сти внутренней области, ограниченной этой замкнутой кривой. Заме- 
тим еще, что любая точка В, расположенная на продолжении отрезка Оа, 
упирающегося в особую точку, не будет сама непременно особой для 
фассматриваемой функции (2) ($ 336). 


* Лоигпы ае Матеётанаиес, 4-я серия, т, УПЬ 189, стр. 163. 
14 э. Гурса, т. И, ч. 1. 
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Можно рассматривать также и криволинейные звезды, образуемые 
множеством точек, достижимых с помощью аналитического продолже- 
ния, отправляясь от какой-либо точки О, если заставить переменное. 
описывать криволинейные пути, подобные какой-либо заданной дуге. 
В последующем изложении мы будем иметь дело лишь с прямолиней- 


ными звездами. 
Пусть теперь (2) означает аналитическую функцию, заданную по- 


средством элемента (10), и пусть У(Ё есть некоторая функция пере-. 
менного #, непрерывная* вдоль отрезка действительной оси между ну- 
лем и единицей. Рассмотрим определенный интеграл 


1 
(а) = | Ува 
) 


Этот интеграл /Х, (2) есть функция переменного 2, голоморфная во 
всей области О, внутренней по отношению к звезде Е функции Х(2г), 
так как функция У (В }(Ё).под знаком интеграла, наверное, удовлетво- 
ряет условию, которое будет указано в дальнейшем ($ 352). Если Ё 
означает действительное число, заключенное между нулем и единицей, 
и если точка 2 описывает область О, внутреннюю по отношению к РЁ, 
то и 12, в свою очередь, описывает область, расположенную внутри Е, 
и следовательно, У(1)!(Ё) есть голоморфная функция переменного г 


в области 2. , 
Отсюда следует, что и функция Л, (2) является голоморфной внутри 
звезды ЕЁ. Чтобы найти ее разложение в ряд Тейлора вблизи начала 


координат, достаточно заменить { (#2) ее разложением: 
Де) = а ай... аи... 


Для значения 2, по модулю меньшего, чем ЛЮ, этот ряд оказывается 
равномерно сходящимся, когда Ё изменяется между нулем и единицей. 


Следовательно, ряд 
У) Уа, (Ев) 


можно интегрировать почленно, и коэфициент при 2” в интеграле есть. 
1 


а, | Уф иае. 
о 
Итак, находим разложение в ряд Тейлора функции Х (2): 
Л (2) = ав ава... ав -..., (21 


где мы полагаем 


1 
и [ убиаь 
о 


у 1 
+ Достаточно даже предположить, что интеграл {! У (61 | 4Е имеет смысл. 
о 
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Следовательно, функция № (2), заданная элементом (21), голо- 
ьморфна внутри звезды Е функции }(2), заданнсй элементом (10), 
какова бы ни была функция У (1. , 


Положим, например, Па. В нашем случае а,=1, и 


звезда Е имеет единственный луч, выходящий из точки #=1 к + со. 
Следовательно, мы видим, что функция (2), заданная элементом 


+ ©° ` 1 
У, где в = | У(АРаь 
пы! 

о 


голоморфна во всей плоскости за исключением купюры -Н Т...- со 
Полагая 


= от, ааа 


снова находим пример Эйлера, причем звезда Е оказывается той же 
самой, что и в первом примере. : 


341. Теорема Адамара. Предшествующее предложение было еще обобщено 
Адамаром *.` Пусть попрежнему }(2) — аналитическая функция, заданная элементом 
(10), Е - прямолинейная звезда этой функции, «— любая вершина этой звезды, 
т. е. ближайшая точка некоторой полупрямой, выходящей из начала О, которой 
нельзя достигнуть, двигаясь по прямолинейному пути. Пусть в то же время 
$ (2) — другая аналитическая функция, заданная разложением в ряд Тейлора: 


$(2)=в- На... 6...’ (22) 


сходящимся в круге С’ радиуса А', Е’— прямолинейная звезда этой новой функ- 
ции, в — произвольная вершина этой звезды. Сперва исследуем следующий во- 
прос: пусть Г — какой-либо замкнутый контур, не имеющий двойной точки, окру- 


жающий начало и расположенный внутри Е. Если х означает некоторое по- 
х 
стоянное число, и точка 2х описывает контур Г, то -; описывает при этом некото- 


рый замкнутый контур Г’, также окружающий начало координат. Посмотрим, 
нельзя ли выбрать кривую Г, расположенную внутри Е. таким образом, 
чтобы соответствующая кривая Г’ целиком ‹одержалась внутри Е". Неогра- 
ниченной полупрямой, направленной от точки’ 2 == к бесконечности, преобразо- 


Хх Е В 
вание #=- ставит в соответствие прямолинейный отрезок, ссединяющий начало 


.х 

координат с точкой ^^. Пусть @ — неограниченная часть плоскости, внешняя 

по отношению ко всем этим прямолинейным отрезкам. Когда точка 2 описывает 
х 

замкнутую кривую, окружающую начало и расположенную внутри Ё, точка 


описывает замкнутую кривую Г’ вокруг начала в области @. Чтобы эта замкну- 
тая кривая Г’ была расположена внутри звезды ЕЁ’, необходимо, чтобы ни одна 


х р в 

из точек —- не попала на какой-либо из лучей звезды Е’, и это условие в то же 

время оказывается достаточным. Если бы это условие не было выполнено, мы бы 
х у 

имели - — #8, где а— какая-либо вершина звезды ЕЁ, } — вершина звезды Е’ и 


Е — положительное число, большее или равное единице. Следовательно, точка х 
оказалась бы на одном из лучей звезды Е”, имеющей вершинами различные 
точки с аффиксами а}, где а — любая вершина звезды Е и В — любая вершина Е". 


* Аба татетанса, т. ХИ, 1908. 
14% 
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В конечном счете, чтобы возможно было описать контур Г, удовлетворяю- 
щий высказанному условию; необходимо и достаточно, чтобы точка. х ока- 
залась внутри звезды Е". 

Если точка х расположена внутри Е”, то, как легко видеть, можно найти 
‘бесконечное множество замкнутых кривых Г', окружающих начало координат и 


расположенных одновременно в области @ и внутри Е’, и следовательно, беско- 
чечно много кривых Г, удовлетворяющих требуемому условию. 
Пусть теперь х — внутренняя точка звезды Е”. Определенный интеграл 


ие = [аз (2), 63) 

РУ - 

Ге | 

взятый вдоль замкнутого контура Г,, удовлетворяющего требуемому условию и 
окружающего начало координат, есть голоморфная функция переменного х 
внутри Е”. Действительно, этот интеграл имеет определенное значение для ка- 
ждой точки х звезды Е”, так как, если заменить контур Г, каким-либо другим 
контуром Г’, удовлетворяющим тому же самому условию, значение интеграла 


. х 
1(х) не меняется, потому что функция /(2)$ (=) голоморфна в области, заклю- 


чающей эти оба контура. С другой стороны, один и.тот же контур Г, относится 
.и К точке х, и ко всем точкам достаточно малой области, окружающей х. Сле- 
довательно, интеграл /(х) есть голоморфная функция переменного х в окрестно- 
сти каждой точки х звезды Е”. В частности, этот интеграл есть голоморфная 
функция‘ внутри круга, описанного из начала координат радиусом АК". Если | х! 
меньше, чем ЮЮ’, то можно взять за контуры Г и Г’ две окружности с радиу- 
сами г Ю, Г<Е' и такие, что |х|==г/". Вдоль контура Г обе функции (2), 


Ф (=) можно разложить в абсолютно и равномерно сходящиеся ряды: 
(2) =% 412+... аи" -..., 
х\ х. х\п 
$ (=) вы +... (=) +... 


х\1. . 
Произведение }(2)$ -}-; разлагается в ряд Лорана в области, заданной 


а 
К 


неравенствами <]2|[< В, и коэфициент при -„ в этом разложении равен 


сумме ряда : 
1$ (*) = в Райх... авих" + ... (24) 


Следовательно, этот ряд, который на основании классических неравенств 
(5 284), несомненно, сходится внутри круга радиуса ЮА’, представляется в этой 
области интегралом 


х) 1 х \ 42 
5: = = | у (=) =’ 
у. 


и потому аналитическая функция, заданная элементом (24), голоморфна 
внутри звезды Е". | 

Иначе можно сказать, что аналитическая функция, заданная этим эле- 
ментом, может иметь в числе своих особых точек лишь те, которые полу- 
чаются умножением аффиксов особых точек функции }(х) на аффиксы та- 
^овых же точек функции $ (х), о 

Приведенное доказательство позволяет уяснить точный смысл этого утверж- 
дения *. 


‚ * За подробностями по этому поводу отсылаем к мемуару Адамара, статье Бореля в Ви1- 
тент 4е 4а бодее тайеётайчие 4е Егапсе (т. ХХУЛ, стр. 238) и разного рода обобщениям: Гур- 
вица, Сотрие5 теп4из (6 февраля 1899 г.), Пинкерле н дель-Аньола (4е!’Арпо!а), ЮепфсопН ае 
ГАсаа. 4е Воювпе, 1899; А аег Етсер, 1899; Аг аей Ттзйиие Уепего, 14 мая и 18 июля 1899 г. 
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342. Теорема Миттаг-Леффлера. Наиболее общий результат, касающийся 
проблемы аналитического продолжения, был получен Миттаг-Леффлером, дока-. 
завшим следующую теорему: 

Аналитическая Функция }(2), заданная элементом (10), может быть 
представлена в любой области 0, внутренней по отношению к прямолиней- 
ной звезде зтой функции, равномерно сходящимся рядом полиномов, коэфи- 
циенты которых выражаются линейно через ‘коэфициенты ряда (10). 

Среди многочисленных доказательств этого предложения наиболее элемен- 
тарное принадлежит Борелю, показавшему, что теорему Миттаг-Леффлера можно 
весьма легко получить из интеграла Коши, опираясь на следующее положение, 
справедливость которого будет установлена впоследствии ($ 392) и которое 
к тому же доказывается многими способами. 


1 
Функция . Может быть разложена в равномерно сходящайся ряд 


1— 
многочленов в любой области плоскости, расположенной на конечном рас- 
стоянии и не имеющей ня одной общей точки с неограниченной частью дей- 
ствительной оси от + 1 до - со. Пусть 


ЕР РА +... +Р. +. 


— одно из таких разложений, сходящееся при условии, что х не принимает дей- 
ствительных значений, больших или равных единице. Общий член этого разло- 
жения Р„(х) есть многочлен степени м; 


Ри (х=ет-+а,х+ 5+ Е СриХР | +... Стихт. 


Пусть х — любая точка прямолинейной звезды Е функции }(2), заданной эле- 
ментом (10), и пусть Г — замкнутая кривая, расположенная внутри Е, окружающая 
’ точку х и такая, что всякий луч, выходящий из начала, встречает эту кривую 
в одной и только одиой точке. Значение }(х) дается интегралом Коши; 


1 р 


Их) = 2 —х 


Вместо того, чтобы заменить 2 разложением по степеням х, мы налищем: 


х . . 

Если точка 2 описывает кривую Г, то -—— описывает замкнутый контур Г", 

. 2 . 

не имеющий ни одной общей точки с разрезом --!...-+ со. Следовательно, вдоль 


г ‹ Ж\-1 
контура ‚Г ‘функцию (1 ->) можно заменить равномерно сходящимся рядом 


х 
полиномов относительно >: 


= (% ум (+... +... (25) 


2—х 


и формулу для и можно записать иначе в виде: 


Па Г» (=)-+ 2, (=)+... +2, (=)+ 2}. 
г 
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Ввиду того, что ряд (25) является равномерно сходящимся на контуре Г, его 
можно интегрировать почленно, и потому 


Общий член ряда в правой части этой формулы есть полином относительно х, 
коэфициенты которого выражаются через посредство коэфициентов а; ряда (10) 


йе х 
и коэфициентов ср» полинома Р„. Действительно, заменяя в, (>) его разложе- 
нием, находим: 


р, (=) и еи+ Е бря (5) + ... Ч сил (5)"\ = 


2 2 


== ® ++ с... сих? р +... 


и коэфициент при х? в интеграле равен 


Сри (1 (2) 42 
211 | ор+ 
г 


‚ 


т. е. Сри@р. Следовательно, если положить 


т 
Ч, (х) = у аренде, 
р=0 
то очевидно, что для каждой точки х прямолинейной звезды Е имеем разло- 


жение 
Ах) == бо (х) + и -... + 0,@®+..., (26) 


которое само оказывается равномерно сходящимся в любой области ШО, внутрен- 
ней по отношению к. этой звезде *, что и доказывает теорему Миттаг-Леффлера. 

Если звезла Е функции }(х) задана‘а риог, то формула (26) позволяет вы- 
числить значение этой функции в каждой точке этой звезды. Для решения обрат- 
ной задачи нужно уметь находить область сходимости ряда (26) по данным ко- 
эфициентам а„. Таким образом эта теорема, несмотря на ее общность, не умень- 
шает интереса более частных методов предшествующих параграфов. 

343. Теорема Пенлеве. Следующая теорема, принадлежащая Пенлеве **, также 
относится к теории аналитического продолжения. . 

Пусть } (2), р(2) — две данные функции, голоморфные, соответственно, 
в областях [%, Оо, отделенных друг от друга спрямляемой дугой АВ и не имею- 
щих ни одной общей точки кроме их общей границы. Если эти 0ве функции 
принимают одну и ту же непрерывную последовательность эначений вдоль 
дуги АВ, то } (2) есть аналитическое продолжение функции } (2), когоа пере- 
менное 2 цереходит из области О; в область Го, пересекая дугу АВ. 

Действительно, возьмем в области О, какую-либо дугу АРВ, ограничивающую 
вместе с дугой ВА односвязную область А,, целиком расположенную в Ди, и 
таким же образом в области 0). возьмем дугу АОВ, ограничивающую вместе с ВА 
область Аз, заклкченную в /№. Для определенности мы предположим, что, когда 
описывают контур АВРА, область А, остается слева, и таким же образом, когда 


% Действнтельио, можно выбрать контур Г, заключающнй внугри себя всю эту область ДР 


Ряд {25) в таком случае оказывается равномерно сходящимся, когда точка х описывает область Д 
— кривую Г. 
#* „Зиг 1ез Ирпез 5тоиНёгез 4ез ЕопсНоп$ апагуНаиез“, Аплез ае га Равийе 4е Тошоийбе, П, 1888. 
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описывают контур АОВА, то остается слева область Аз. Пусть х — любая точка 
области А,. Интеграл Коши лает: 


—1 д (2) а Л (2) 42 
лая | + (79|. 
АВ ВРА 


голоморфна внутри А, и потому 


_ 1 Ь (2) 42 №(2)аг 
= | РНЕ 2-х |]* 
ВА А0в 
Складывая и принимая во внимание, что $ == р вдоль дуги АВ, находим: 


1 8 (2) 
ла [реа 
АОВРА 
причем 2(2) означает функцию, непрерывную вхоль контура, равную Д (2) вдоль 
дуги ВРА и (2) вдоль АОВ. Такое же выражение, очевидно, можно было бы 
написать и для р» (х), где х - любая точка области А5. Но функция 
гот, [504 
2“ 2—х 
АОВРА 
толоморфна во всей области А, + А», внутренней к контуру интеграции Эта 
функция совладает с }\ в области А, исрв Ао. Отсюда следует, что Д (2) дей- 
ствительно является аналитическим продолжением функции } (2), когда 2 пере- 
секает дугу АВ, при переходе из области Ш, в область До и обратно. 
Следствие. Предположим, что какая-либо функция }+ (2), голоморфная 
в области Д;, обращается в‘нуль во всех точках спрямляемой дуги АВ, принадле- 
жащей границе этой области. Можно принять за область Оо какую-либо область, 
внешнюю по отношению к СД; и ограниченную какой-либо замкнутой кривой, 
в состав которой входит дуга АВ, затем положить 2 = 0. В данном случае усло- 
вия теоремы выполнены, и потому } (2), которая служит аналитическим продол- 
жением функции } (2), тождественно равна нулю. Следовательно, функция, голо- 
морфная в некоторой области О, не может исчезать во всех точках какой- 
либо дуга АВ; принадлежащей границе этой области, как бы мала она ни 
была, не будучи тождественно равной нулю. 
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Изучение эллиптических модулярных функций дало Эрмиту первый 
пример аналитической функции, определенной только в части плоскости. 
Вначале казалось, что функции этого вида должны быть рассматри- 
ваемы как исключительные, между тем как углубленное изучение ана- 
литического продолжения привело к совершенно противоположному 
выводу. 

Действительно, на основании работ Бореля и Фабри мы в праве 
заключить, что ряд Тейлора, взятый наудачу, не может быть анали- 
тически продолжен за пределы его круга сходимости. За уяснением 
точного смысла, какой следует приписать этому утверждению, я отсылаю 
к мемуарам обоих упомянутых авторов и укажу лишь весьма простой 
<п0соб составления аналитических функций, имеющих пустым про- 
<странством любую область плоскости, при некоторых предположениях 
весьма общего характера относительно кривой, ограничивающей эту 
область. 


Но, с другой стороны, 


№ (2) 
2—х 
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344. Особые линии. Пустые пространства. Докажем сначала предва- 
. рительную теорему*. Пусть будут 91, @,,..., Чар... И С, С.,.-., 

с„›... Два ряда с произвольными членами, из которых второй абсолютно 
сходящийся и имеет все члены отличными от нуля. Пусть будет С 
окружность с центром в точке 2, не содержащая внутри себя ни одной 
из точек а и проходящая только через одну из.этих точек; ряд 


+ оо 


ка=У (27) 


у=1 


представляет в круге С голоморфную функцию, которую можно разло- 
жить в целый ряд, расположенный по степеням 2—2. Круг сходи- 
мости этого ряда есть как раз круг С. | 

Очевидно, что можно предположить, что 2, ==0, так как, изменяя 2 
ва, + 2', мы изменим а, в а, —2, ас, не изменится. Предположим 
также, что [а |==А, где Ю обозначает радиус круга С, и |а,| > Ю` 


У 


при Ё > Т. В круге С общий член можно разложить в целый 


. У 
ряд, и этот ряд имеет, как нетрудно видеть, усиливающую функцию 
с,| 1 


к 1 

Ю 
занного выше общего предложения ($ 263), функцию 2Р(2) можно 
разложить в круге С в целый ряд, и этот ряд можно получить, скла- 
дывая почленне целые ряды, представляющие его различные члены. 
Следовательно, в круге С мы имеем: 


х ОИ 
. Так как ряд У! |с,| — сходящийся, то, на основании дока- 


. + < 
2 С, 
Е Ао Аа А... НА. а ль У. 00). 
у=1 * 


оо 
. 1 
Возьмем такое целое число р, чтобы |с,| было меньше, чем [а | 


э=р-1 
это возможно, так как ©, не равно нулю, и ряд У |[с,| — сходящийся. 


Выбрав число р таким образом, мы можем положить Р(2) = Б, (2) + Е. (2) 
где 


р -- оо 
с, Гы с, 
ва) ‚Бо=“ + у 
а,—2 а, —2 а,—2 
д \=2 У=р-+1 


Е, (2) есть рациональная функция, все полюсы которой лежат вне 
круга С; следовательно, в круге С’ с радиусом Ю!<Ю ее можно раз- 
ложить в целый ряд. Что касается Р, (2), то мы имеем: 

Е (в) == Во В2--... РВ, ..., (28) 


+ Пуаикаре (Ро!1сагб), Ас Зобеюан5 Ееппгсае, т. ХИТ, 1831; Гурса, ВиЦенл аез 5с{ет 
се; тоипетайдие$, 2-я серия, т. ХЬ стр. 9 и т. ХУИ, стр. 247. 
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с с 
В — 1 р+1 р+2 
а ау Ки 
+ 


(рат .” 


Этот коэфициент можно прёдставить иначе в виде: 


1 1 
а ат 
В„= а | а у, с, (=) ] 


У 


У=р-1 
41 
Но, по предположению, а. < 1, и модуль суммы 
% 
+ оо 
а п 
е, | -- 
а, 
=р- 
1, 
вследствие указанного выше выбора числа р меньше, чем -.; | с; |. Следо-- 


2 


| 1 
вательно, модуль коэфициента В„ заключается между дрита |1 
и орз | (1 } и модуль общего члена ряда (28) заключается между’ 


п 3 [2 
| За --|; следовательно, этот ряд сходящийся, если’ 


2ю|ю 2ю |Ю’ | 
|2|<^Ю. Очевидно, что, складывая ряд Ё, (2), сходящийся в круге с ра- 
диусом, равным Ю, с рядом Ё,(2', сходящимся в круге с радиусом,,. 
равным А’`> А, мы получим ряд Р(2), у которого круг С с радиусом,. 
равным Ю, будет кругом схедимости; таким образом, теорема доказана. 

Пусть будет теперь [ кривая, замкнутая или разомкнутая, име-- 
ющая. в каждой точке определенный радиус кривизны. Предположим.. 
что ряд Ус, | — абсолютно сходящийся, и точки последовательности, 
а, 4.,..., @,... Все лежат на кривой Г и распределены на ней 
таким образом, что на каждой конечной дуге кривой Г.всегда есть бес- 
конечное множество точек этой последовательности. Легко видеть, 
что ряд 


1111 = 2 № 


-- 

; к с. 

по то 
У =1 * 


— сходящийся во всякой точке 2, не лежащей на кривой [, и пред- 
ставляет функцию, голоморфную в области этой точки; чтобы в этом 
убедиться, достаточно было бы повторнть первую часть предыдущего” 
доказательства, взяв за круг С любой круг с центром в точке 2%, не 
содержащий ни одной из точек а. Если кривая [ незамкнутая и не 
имеет двойных точек, то ряд (29, представляет функцию, голбморф- 
ную вб всей плоскости кроме точек кривой Г. Мы еще не можем за- 
ключнть отсюда, что кривая Г, есть особая линия; для этого необходимо, 
кроме того, убедиться, что анагитическое продолжение функции Р(2) 
невозможно ни через какую часть линии Г, как. бы мала эта часть ни 
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была. Для этого достаточно показать, что круг сходимости целого ряда, 
представляющего функцию Р(2) в области какой-нибудь точки 25, не ле- 
жащей на [, никогда не может содержать дуги этой линии,. как бы 
мала она ни была. В самом деле, предположим, что круг С с цент- 
ром в точке 2 содержит дугу аВ линии [. Возьмем на этой дуге а8 
‘точку а; и на нормали в а, к этой дуге рассмотрим точку д', настолько 
близкую к точке а,, чтобы круг С,, описанный из точки 2’ радиусом, 
равным [2' — а, |, весь лежал внутри круга С”и не имел другой общей 
точки с дугою аВ кроме самой точки а,. На основании только что 
доказанной теоремы круг С, есть круг сходимости целого ряда, пред- 
ктавляющего Р(2) в области точки 2'; но это находится в противоре- 
чии с общими свойствами целых рядов, так как этот круг сходимости 
не может быть меньше круга с центром в точке 2', касающегося из- 
нутри круга С. 

Если линия [ — замкнутая, то ряд (29) представляет две функции, 
аналитически различные, из которых одна существует только в об- 
ласти А, лежащей внутри линии [, и для которой часть плоскости, ле- 
'жащая вне этой линии, есть пустое пространство; напротив, другая 

‚ функция существует только вне линии [и имеет пустым пространством 
внутреннюю область. В этом случае линия Ё называется существенным 
‚разрезом для каждой из этих функций. 

Если даны несколько линий, замкнутых или разомкнутых, Г), 
[++ -) Е то указанным приемом можно составить ряды вида (29), 
каждый из которых имеет одну из этих линий существенным разрезом;. 
сумма этих рядов имеет существенными разрезами все эти линии. 


345. Примеры. Пусть булут АВ прямолинейный отрезок, и а, } — аффиксы 
та | п8 
„ти . о 
числа, изменяющиеся от 1 до -Р со, лежат на отрезке АВ; на каждой конечной 
части этого отрезка всегда есть бесконечное множество точек ‘7, так как точка 


его концов А, В. Все точки {= ‚ ге‘т и п целые пбложительные 


. т - - 
делит отрезок АВ в отношении я. С другой стороны, пусть будет Стил общий 
член абсолютно сходящегося лвойного ряда. Двойной ряд 


__ Стп . 
= тт 


тп 


пиру». «вляет аналитическую функцию, имеющую отрезок АВ существенным раз- 
резом. В самом деле, этот двойной ряд можно преобразовать бесконечным мно- 
‘жеством &пособов в простой ряд. Очевидно, что, складывая несколько рядов 
этого вида, можно составить аналитическую функцию, имеющую пустым про- 
<странством любой многоугольник. 

Вот лругой пример, где линия Г. есть окружность. Пусть будет а иррацио- 
'нальное положительное число, у — положительное целое число. Положим 


а == е? а, @, = а* = ета , 


Все’ точки а, различны и лежат на окружности С, описанной из начала коорди- 
чат радиусом, равным единице. Сверх того, известно, что можно найти два таких 
‘целых числа т н л, чтобы разность 2т (па — п) по абсолютному значению была 
‘меньше любого заданного положительного числа Е ($ 317, примечание). Следо- 
вательно, есть такие степени числа а, аргумент которых сколь угодно близок 
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к нулю, и следовательно, на всякой конечной дуге окружности всегда находится 


@у - 
бесконечное множество точек 42°. Положим, далее, с, == ду; По общей теореме ряд 


оо 
21 _2 
*=1 


ау 


‘представляет функцию, голоморфную в круге С, имеющую пустым пространством 
всю часть плоскости, лежащую вне этого круга. Разлагая каждый член ло степе- 
ням переменного.2, мы получим для Р (2) разложение в целый ряд: 


; 3 


Р.4 
2 —1+ 9—0 


7.42 


а Бит +. (30) 


Нетрудно убедиться непосредственно, что функция, представляемая этим це- 
ялым рядом, не мож_т быть аналитически продолжена за круг С. В самом деле, 


прибавляя ряд г: ‚ получим: 


1 1 1 
ор (и 1) +. (ит +1)... 5278) 
или 
1 1 1 
РР. 


Изменяя в этом соотношении 2 в 42, потом в 422,..., мы будем иметь об- 
щее соотношение: 

Е(ап2) = Е Р(2 + о И 

—_2я ( Тая 2"-1(1 — а2) '°*°7Т2(1 — ай-142) 


(31) 


отсюда видно, что разность 27-2 (а"2) — Е(2) есть рациональная функция ф (2), 
имеющая п полюсов первого порядка 1, 5... а. 

Формула (31) доказана при условиях |2|< 1, [@| =1. Если аргумент коли- 
чества а соизмерим с т, то из формулы (31) следует, что Р (2) есть рациональная 
функция; чтобы в этом убедиться, достаточно взять для и такое целое число, 
чтобы было 47 =1. Если же аргумент количества 4 несоизмерим ст, то функ- 
ция Р (2) не может быть голоморфною ни на какой конечной дуге АВ окружности, 
как бы эта дуга ни была мала. В самом деле, пусть будут а-Ри а"-Р точки, ле- 
жащие на дуге АВ (п_> р). Выбран числа пл и р таким образом, будем прибли- 
жать 2 к а-2; тогда ап2 будет стремиться к @7-Р, и обе функции Р(2) и Р(ап2) 
‚должны были бы стремиться к конечным пределам. Но из соотношения (31) 
видно, что это невозможно, так как функция $(2) имеет полюс а-Р. 

Как показал Адамар, аналогичный прием применим к ряду, рассмотренному 


Вейерштрассом: 
га=У а, (82) 


где а — положительное целое число, и $ — постоянное, модуль которого меньше 
единицы. Этот ряд — сходящийся, если |2| не превосходит единицы, и расходя- 
щийся, если |2| >> 1. Следовательно, круг С с ‚радиусом, равным единице, есть 
круг сходимости. Окружность С есть существенный разрез функции Р(2). В са- 
мом деле, предположим, что на какой-нибудь конечной дуге а8 окружности ‚нет 

1 


ни одной особой точки этой функции. Заменим в Р(2) переменное 2 через 2е с ‚ 
где Ё и й— положительные целые числа, а с — делитель числа а; начиная с члена 
< указателем Й, все члены ряда (32) останутся без изменения; значит, разность 
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24 


г 
Е(2) —Е(2е° ) есть многочлен. Следовательно, функция Р(2) не имела бы 
также особой точки на дуге а,4,, которую получим, повернув дугу 8 вокруг на- 


т . . 2 
чала координат на Угол ——. Возьмем АЙ настолько большим, чтобы `-—; было 


св ся 
меньше дуги ав. Положим последовательно: А = 1, 2,..., сй; ясно, что дуги ви, 
ав ,. . вполне покроют окружность. Следовательно, функция Р(г) не имела бы 


ни одной особой точки на всей окружностн, что невозможно (5 385). 

Этот пример представляет интересную. особенность; ‘ряд (32) — абсолютно и 
равномерно сходящийся вдоль окружности С. Следовательно, он представляет на 
этой окружностн непрерывную функцию аргумента 8 *. ` 


346. Особенности аналитических выражений. Всякое аналитическое 
выражение, например ряд, члены которого суть функции переменного 2, 
или определенный интеграл, в который это переменное входит как па- 
раметр, представляет при некоторых условиях функцию, голоморфную 
вблизи каждого ‘значения переменного 2, при котором она имеет смысл. 
Если множество этих значений переменного 2 впояне покрывает связ- 
ную часть плоскости 4А,’то рассматриваемое выражение представляет 
функцию, голоморфную в этой области’ А. Но если совокупность этих 
значений переменного = образует две или несколько ‘различных 01- 
дельных областей, то может случиться, что рассматриваемое аналити- 
ческое выражение представляет в, этих различйых областях совершенно 
различные функции. Мы уже встретили пример этого в $ 289. В самом 
деле, мы видели, как можно составить ряд с рациональными членами, 
сходящийся в двух криволинейных треугольниках РОЮ, Р'О!Ю! (черт. 57), 
сумма которого равна голоморфной` функции } (2) в треугольнике РО и 
нулю в треугольнике Р'О’А". Складывая два таких ряда, мы получим ряд 
с рациональными членами, сумма которого равна функции 1{(2) в тре- 
угольнике РОЮ и другой совершенно произвольной голоморфной функ- 
ции 9(2) в треугольнике Р'(/А!. Так как эти две функции (2) и 4(2) 
произвольны, то ясно, что сумма ряда в треугольнике Р'О'А’ не имеет, 
вообще, никакого отношения к аналитическому продолжению суммы 
этого ряда в треугольнике РОЮ. 

‚ Вот еще весьма простой пример, аналогичный примеру, указанному 


. 1— 21 

Шредером (ЗсВтб4ег) и Таннри (Таппегу). Выражение ————, где ип— 
1-2” 

©о , 

% Фредгольм (Егедцойт) доказал также, что сумма ряда У @127й, где а — положительное ко- 


о 
личество, меньшее едииицы, не может быть продолжена за круг сходимости (Сотрёез теп4из, 
24 марта 1890). Этот пример приводит к следствию, которое стоит отметить. На окружности с ра- 
диусом, равным единице, ряд— сходящийся, и его сумма 


Е(8) = У ат [с0з (7:0) -|- 1 $ (796)] 


к . 
есть непрерывиая функция аргумента 6, имеющая бесконечное множество производных. Однако эту 
функцию нельзя разложить в ряд Тейлора ни в одиом промежутке, как бы мал он ни был. В са- 
мом деле, предположим, что в промежутке (8 —а, 6% -- а) мы нмеем: ' 


(8) = До- Аь (8 — +... -- Ал (8 — 6"... 
Ряд, стоящий в правой части, представляет функцию комплексного переменного 8, голоморфную 
в круге с, описанном радиусом, равным а, из точки 8. Соотношение 2=е°? преобразует круг с 
в иекоторую замкиутую область А плоскости перемениого 2, содержащую дугу 1 окружности 
с раднусом, равным единице, заключающуюся между точками с аргументами 6 — ан 8 --©. Слёдо- 
вательно, в этой области А существовала бы голоморфная фуикдия от 2, совпадающая вдоль 


ди 1 с суммою ряда У; ай21?, что невозможно, так как нельзя продолжить сумму этого ряда за 
круг. 
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неограниченно возрастающее положительное пелое число, имеет ‘пределом 
+1, если |2|<1, и —1, если 12,1. Если |2|=1, то это выра- 
жение не имеет предела кроме как при 2—1. Но сумма л первых 
членов ряда ` 


1—2 [1 — 22 1—2 1—2 |1 ща 
зе туе (Еве) ++ (Ее и) +. 


равна предыдущему выражению. Следовательно, этот ряд сходящийся, 
если |2| отлично от единицы; он представляет 1 внутри круга С, 
описанного из начала координат радиусом, равным единице, и —1 вне 


этого круга. Пусть будут теперь /(2) и $(2) произвольные аналити- 
ческие функции, например целые функции; выражение 


= о-в 


равно Х(2) внутри Си $(2) вне С. Окружность С есть для этого вы- 
ражения разрез, но он совершенно отличен от существенных разрезов, 
о которых говорилось выше. Функция, равная Ф(2) внутри С, может 
быть аналитически продолжена вне этого круга, и точно так же, функ- 
ция, равная Ф (2) вне С, может быть аналитически продолжена внутрь С. 
Аналогичные особенности имеют место для функций, представляемых 
определенными интегралами. Самый простой пример представляет инте- 
грал Коши. Если }(2) есть функция, голоморфная внутри некоторого 
: 1 [У(2) 42 

замкнутого контура Г и на самом этом контуре, то интеграл 5 Е 

Г 

представляет Х(х), если точка х лежит внутри Г; тот же интеграл 
равен нулю, если точка х лежит вне контура Г, так как в этом случае 


‚ Г (2 

функция Г). голоморфна внутри контура Г; здесь также линия Г 
2— | 

есть несущественный разрез для определенного интеграла. Определен- 


2= 
2 —х 
ный интеграл \ сш | —-—— } 4х имеет разрезом действительную ось; он 
2 


о 
равен -|- 2" или — 21} в зависимости от того, лежит ли точка х над 
этим разрезом или под ним ($ 296). 


347. Формула Эрмита. К тому же кругу идей примыкает интересный ре- 
зультат, принадлежащий Эрмиту*. Пусть будут Е(Ё 2), @(Ь 2) голоморфные 
функции двух переменных Ёи 2, например многочлены или ‘целые ряды, схо- 
дящиеся при всех значениях этих двух перемениых. Определеиный иитеграл 


в 
-Ф(= | РСЬ 2) д (33) 


взятый вдоль прямолинейного отрезка, соединяющего точки а и 8, представляет, 
как мы это докажем ниже ($ 352), функцию от 2, голоморфную при всех зиаче- 
ниях 2 кроме тех значений, которые суть кории уравнения С (Е 2) =0, где ЕЁ 


* Эрмит (Ненпйе), Зит Чи чиез роййз Че 1а Шбопе 4ез топсНопз, СтеЦе’5 юцтпай, т. 91, 
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есть аффикс какой-нибудь точки, взятой на отрезке аВ. Таким образом это уравне- 

ние определяет коиечное или бескоиечное число линий, для которых иитеграл 

Ф (2) перестает существовать. Пусть будет АВ одна из этих линий, не имеющая 

двойных точек. Чтобы иметь дело с вполне определенным случаем, предположим, 

что, когда # описывает отрезок ав, один из корней уравнения @(Ь 2) описывает 

`° дугу АВ, а все остальные кор- 

у д й ии того же уравнения, если они 

существуют, остаются вне над- 

лежащим образом выбранного 

замкнутого контура, окружаю- 

В щего дугу АВ, так что между 

№ точками отрезка чВ и точками 

, дуги АВ существует взаимно 

п’ однозначное соответствие. Ин- 

В теграл (33) не имеет смысла, 

Черт. 76. выЧИС ИМ. Р разность ы дугу 

функции Ф (2) в двух точках М, 

№, бесконечио близких к точке М линии АВ и лежащих по обе стороны этой 

линии. Пусть будут $, С-- в, © +=, соответственно, аффиксы трех точек М, №, №. 

В силу соотношения С (& 2)=0 этим трем точкам соответствуют на плоскости 

переменного Ё точка т, лежащая на дуге а8, и две бесконечно близких точки п, ! 

п’, лежащик по обе стороны дуги ай; пусть будут 0, т, би’ соответствую- 

щие этим точкам значения перемениого #. Возьмем в области отрезка «В точку 1, 

настолько близкую к 98, чтобы внутри треугольиика аб (черт. 76) уравнение 

@(Ь С) не имело другого корня кроме #=0-- я. Следовательно, внутри тре- 

ЕС :) 

ЧЕ ое) 

вании сделанных предположений, этот полюс — простой. Следовательно, применяя 
теорему Коши, мы имеем соотношение: 


угольника а}у фунйция имеет только один полюс @-т, и, на осно- 


8 т и: 
РО. Ен (7 СО ок Реь СЯ 
овен я [бром [бесом оре сво 
а В т . . 

1, @, 


Оба интеграла \ , \ того же вида, как Ф (2); они представляют, соответственно, 


(34) 


“ 


РЯ 


В т 
две функции Ф, (2), Фо(2), которые голоморфны, пока переменное не лежит на 
некоторых разрезах. Пусть будут АС и ВС разрезы, соответствующие отрезкам 
а и 8{ плоскости переменного Ё и бесконечно близкие к разрезу АВ интеграла 
Ф (2). Дадим теперь переменному 2 значение &--='; соответствующее зиачение 
Е &-=) пере: 
ЧС е) "°Р 
менного # голоморфна внутри треугольника а8у. Следовательно, мы имеем со- 
отношение: ^ . 
.В т , 
Е се) р СИ ГР УЕ) 
а Е- =) ] а &-:) а с+:) 
© В : 
вычитая почленно формулы (34) и (35), мы можем представить полученное со- 
отношение в виде: р 


Ф(-- =) - ФЕ) + [ФС — ФС +=) + ФС +9 — ФС) = 
Е (0-я +9 
ЧЕ, + :)° 


Но функции Ф, (2) и Ф. (2), не имея линию АВ разрезом, голоморфны в об- 
ласти точки 2— $, и, приближая ви =' к нулю, мы получим в пределе разность 


переменного Ё есть 0 -- т’, представляемое точкою л', и функция 


4 =0; (35) 


Зоя 


= 2 
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значений Ф (2) в двух бесконечно близких точках, лежащих по обе стороны ли-- 
нии АВ. Этот результат можио представить сокращенно в виде: 


— н—2;_2(@, 9. : 
Ф (№) — Ф(№') = Ж 6.9 ; (36) 


30 


это — формула’ Эрмита. Мы видим, что она имеет простую связь с теоремою. 
Коши *. Из доказательбтва вполне ясно, как надо брать точки М и №". точка 
М ($ - =) должна быть взята так, чтобы для наблюдателя, описывающего отрезок аВ,. 
соответствующая точка 8 -- лхоставалась слева. , 

Следует заметить, что линия АВ не есть существенный разрез для функции 
Ф (г). На основании формулы (18) в области точки №’ можно заменить Ф (2) 
через — [Ф, (2) + Ф,(2)]; но сумма Ф, (2) | Ф, (2) голоморфиа в криволинейном 
треугольнике АСВ и на самой линии АВ, а также в области точки №. Следо- 
вательно, можно перемещать переменное 2 так, чтобы оно пересекло ‘линию АВ“ 
в любой точке М этого пути, отличной от конечных точек А и В, и не встретить. 
никакого препятствия для аналитического продолжения. Очевидно, 4то то же- 
самое имело бы место, если бы переменное 2 пересекало линии АВ, перемещаясь. 
в противоположном направлении. 

ПрРимЕР. Рассмотрим иитеграл 


В 
Фо |710“, (7) 
1—2 
4 

взятый вдоль отрезка АВ действительной оси, где }(Ё) есть функция, голоморф- 
ная вдоль отрезка АВ. Изобразим 2 иа той же плоскости, как и Ё, Фуикция Ф(2). 
переменного 2 голоморфна вблизи всякой точки, не лежащей на самом отрезке АДВ,,. 
который служит разрезом для интеграла. Разность Ф (м) — Ф (М№’) здесь равна 
= 217} ($), где Е есть точка отрезка АВ. Когда переменное 2 пересекает линию АВ, 
аналитическое продолжение функции Ф (2) есть Ф (2) = 2 {(2). 

Этот иример дает повод к следующему важиому замечанию. Функция Ф (2). 
переменного 2 будет также голоморфною, если }(Ё} и не есть аналитическая 
функция переменного & надо только, чтобы }(!) была непрерывиой между аи В. 
($ 284). Но в этом случае предыдущие рассуждения более ие применимы, и от-. 
резок АВ есть, вообще, существенный разрез для функции Ф (2). Пусть & озна-- 
чает действительное число, заключеиное между аи В (см. 6 284). Разность 


Ф(+#]-Ф(Ь—®) 
где положительно и бесконечно мало, уже нельзя вычислять при посредстве. 


теоремы о вычетах, потому что функция }(Ё) не есть аналитическая. Эту раз-- 
ность можно записать в виде: 


В . в 
. и, 1 1 2 (ба 
или также " ° " . 


8 в 
281 1: [2 ДО - 
ван | ПИЕОЕИЯ аь 


а 


в 
и при 
& 


Первый из этих двух’ интегралов равен 2#}(() [2 4 (+=) 


при ближеини = к нулю имеет пределом 2г1}(5), что же касается второго ии- 
Теграла, то его можно разбить иа три иитеграла, взятых, соответственио, в пре- 
делах от я до & — Л, от (—Й до с йи от &-- № до В, причем й — весьма малое 
положительное число. Если и означает максимум фуикции |} (2) —}(%) | в интер- 
вале ((— Я, + Я), то, на основании предшествующего вычисления, модуль вто- 


* Гурса (Сонгза), Зиг ий Ибогёше ае М. Нет, аа татшетанса, т. 1. 
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-рого иитеграла оказывается меньшим 21, что же касается первого и третьего 
интегралов, то они стремятся к нулю вместе с =, и модуль суммы этих трех 
интегралов может быть сделан меньшим всякого данного положительного числа. 
«Следовательно, мы имеем также после перехода к пределу *: 


Ши ФЕ) ФК] =21©) 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Найти линии разрыва определенных интегралов: 
1 


' га=| 
0 


Ф(2) = 


взятых вдоль прямолинейного отрезка, соединяющего точки (0, 1) или (а, 5); устано- 
„вить точио значение этих интегралов во всякой точке 2, не лежащей на разрезах. 
2. Даны четыре круга, описанных, соответственно, из точек +1, + — 1, 


2 
1+ 28’ 


— 7 радиусом, равным =75. Пространство, лежащее вне этих четырех кругов, 


состоит из конечной области А,, содержащей начало координат, и из бескоиеч- 
ной области Аз. Пользуясь методом $ 289, составить ряд рациональных фуикций, 
„сходящийся в этих областях, сумма которого равна -Н 1 в А, и равна нулю в Аз. 
Проверить результат, вычислив сумму полученного ряда. 

3. Решить те же вопросы, рассматривая две области, лежащие внутри круга, 
описаниого из начала-жоординат радиусом, равным: 2, и вне кругов, описанных, 
-соответствеино, из точек 1 и —1 радиусом, равиым 1. у 

[Аппель, Ас татетайса, т. |] 

4. Определенный интеграл 


со 
та Мп 2 
Ф(2л =}. —— ЧЁ 
(2) 1- 2 соз2+й ° 
0 
„взятый вдоль действительной оси, имеет разрезами прямые х == (28 + 1) т, где Ё — 
целое число. Пусть будет & —=(2% --1)=-- & точка, лежащая на одном из этих 
фазрезов. Разность значений интеграла в двух точках, бесконечно близких к 
-точке & и лежащих по обе сторон» разреза, равна п (её — е-). 
| [Эрмит, СгеЙе’$ Лоигпай, т. 91.] 
5*. Определенные интегралы 


+ оо + оо 
° ег 2) е-—#1-—э) 
= -— Ч Л = - — а 
/{ 2-2. . Е —2 ы 
— со . со 
имеют в плоскости переменного 2 разрез вдоль действительной оси. Над этою 
осью мы имеем Л/— 2, Л, =0, а под осью /= 0, Л—=р— 2. Вывести из этих 
«формул значение определенных интегралов: 
-- © 4+ < 
° ей ©0$ (#— 2) 
ак | (Эа 
ЕЁ Е—2 
— © — с 
-- со +- со 
‘е-й 1 (ЕЕ 
| а, | 2) 
2 ` —2 
—© —© 


[Эрмит, СиеЦе’5 Лоцгпа, т, 91.] 


* См. Р1ешет{,. Мопазнейе уёг МеветзЕА ипа Рвуяй, т. ЖХ, 1908, стр. 205. 
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6*. Пользуясь разрезами, вывести формулу (глава ХГУ, упражнение 15): 


+ © 
“ ее 
[ =”. 
Ге! $ ая 
— со 
[Эрмит, СгеПе’5 Лоигпай, т. 91.] 
+ со 
а(Е+ 2) 
[Рассмотреть интеграл Ф (2) = | ГЕ +) 46 имеющий разрезами все 


_ © 
прямые у = (2% -- 1) с и остающийся постоянным в полосе, заключающейся между 
двумя последовательными разрезами, затем. вывести соотиошение: 


Ф(2-- 2) =Ф(2) + ета, Ф(2 + 28) = ева Ф (2), 


где2и 2+2 — точки, разделенные разрезом у=1.] 


ГЛАВА ХУИ. 
АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 


1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА. . 


В этой главе мы будем изучать аналитические функции нескольких 
независимых комплексных переменных. Чтобы упростить изложение и 
формулы, мы ограничимся случаем только двух переменных; но нет ни- 
какой трудности распространить найденные общие свойства и на функ- 
ции любого числа переменных. 

348. Определения. Пусть будут 2=и--{, == -И два незави- 
симых комплексных переменных; всякое другое комплексное количе- 
ство @, значение которого зависит от значений количеств 2 и #', мо- 
жет быть названо функциею двух переменных 2 и 2’. Представим зна- 
чения обоих переменных 2 и 2’ двумя точками с координатами (и, 9), 
(2, #) относительно двух систем прямоугольных осей, лежащих в пло- 
скостях Р, Р'; пусть будут А и А! какие-нибудь части этих двух пло- 
скостей. Функция ==1(2, 2) называется голоморфною в областях А 
и А', если всякой системе двух точек, взятых, соответственно, в областях 
А и А', соответствует вполне определенное значение функции /(2, 2), 
изменяющееся непрерывно вместе с и 2", и если каждое из отношений 


аз, г) ле 2) Га и — Де, 2) 
й у Е 


стремится к определенному пределу, когда при постоянных 2 и 2' мо- 
дули количеств Ййи К стремятся к нулю. Эти пределы суть частные 
производные от функции {(2, 2'); их обозначают так же, каки в слу- 
чае действительных переменных. 

Отделим в [(2, 2) действительную часть и коэфициент при # 
{(2, 2) =Х-Н"; Х и Усуть действительные функции четырех дей- 
ствительных независимых переменных и, 9, %, /, удовлетворяющие че- 
тырем соотношениям: 


8Х 7 9Х_ 9 9х 9 9х9 
о’ и м’ 


смысл которых очевиден *. Переходя к производным второго порядка, 


* Если 2 и 2’ суть аналитические функции иекоторого другого переменного х, то, пользуясь 
этими соотношениями. нетрудно доказать, что производная от} {2, 2') по х получается по обыч- 
ному правилу диференцирования сложной функции. Следовательно, формулы диференцнального 
исчислеиия и, в частности, формулы замены переменных распространяются и иа амалигическне 
функции комплексиых*переменных. . 
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можно исключить У шестью. различными способами, но шесть полу- 
чающихся соотношений сводятся только к четырем: . 


Зи Ш из Г ву= зи + 922 = 0, 0? + 2 == 0. (1) 


‚. Большое число этих соотношений служит простым объяснением того, 
почему до сих пор ими мало пользовались при изучении аналитических 
функций двух переменных. 

349. Совместные кругн сходимости. Свойства целых рядов с.двумя 
действительными переменными (т. 1, $ 181—183) легко распространить 
на тот случай, когда коэфициенты и переменные имеют комплексные 
значения. Пусть будет 


+ 
Е (2, 2) = У ат2т2" (2) 
двойной ряд с произвольными коэфициентами. Пусть будет 
Ат==|@щи |; 
мы видели (т. Г $ 181), что существует, вообще, бесконечное множе- 
ство систем двух таких положительных чисел Ю, А!, что ряд модулей 
! 
УА„бти" , (3) 


— сходящийся, если одновременно (<Юи 2'< КА’, и расходящийся, 
если >Ю и 2'> Ю'. Пусть будет С круг, описанный в плоскости 


Черт. 77. 


переменного 2 из начала координат радиусом, равным А; точно так же. 
пусть будет С’ круг, описанный в плоскости переменного 2' из точки 
2' = 0 радиусом, равным А’ (черт. 77). Двойной ряд (2) — абсолютно 
сходящийся, если переменные 2, 2’ остаются, соответственно, внутри 
кругов С, С', и расходящийся, если эти переменные находятся, соот- 
ветственно, вне этих двух кругов (т. 1, $ 182). Круги С и С" назы- 
ваются совместными кругами сходимости. Эта пара кругов играет здесь 
ту же роль, как круг сходимости для целого ряда с одним переменным; 


15* 
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но вместо одного круга для целого ряда с двумя переменными суще- 
ствует бесконечное множество пар совместных кругов. Например, ряд 

и. 272" — абсолютно сходящийся, если |2|-+ |2'| < 1, и притом 
только в этом случае. Всякая пара кругов С, С’, радиусы А, А’ кото- 
рых удовлетворяют соотношению А -{- А'=1, есть пара совместных 
кругов’ сходимости. В некоторых случаях можно ограничиться рассмо- 
трением только одной пары совместных кругов; например, это имеет ме- 
сто для ряда У! 272", — сходящегося только при том условии, если од- 
новременно |2|< 1, |2'|< 1. 

Пусть будет С; круг, концентрический с С, радиус которого А, < К; 
точно так же пусть будет Су’ круг, концентрический с С’, радиус ко- 
торого Ю;'< А’. Если переменные 2 и 2' остаются, соответственно, вну- 
три кругов С; и С,', то ряд (2) — равномерно сходящийся (см. т. [, 6 182); 
следовательно, внутри обоих кругов. С и С' его сумма есть непрерыв- 
ная функция Р(2, 2’) двух переменных 2 и 2". 

Диференцируя почленно ряд {2), например относительно перемен- 
ного 2, мы получим новый ряд У таг” -12", — также абсолютно схо- 
дящийся, если 2 и 2' остаются, соответственно, в кругах Си С', и ето 


. 9Р 
сумма равна пройзводной 32 от Ё(2, 2”) по 2. Доказательство совер- 
2 
шенно. такоё же, какое было дано для действительных переменных 


(т. 1 б 182). Точно так же, Е(2, 2!) имеет частную производную р 
по 2', представляемую двойным рядом, который получим, диференци- 
руя почленно ряд (2) относительно 2’. Это показывает, что в рассма- 
триваемой области функция Р(2, 2) есть аналитическая функция двух 
переменных’ 2 и 2'. Очевидно, что то же самое: имеет место и для про- 


у 9 
изводных ›_, зи; следовательно, функцию Р(2, 2') можно диференцн- 


ровать почленно любое число. раз; все ее частные производные суть 
также аналитические функции. 

Возьмем внутри круга С какую-нибудь точку = с модулем г и опи- 
шем из этой точки круг с радиусом, равным Ю —г, касающийся из- 
нутри круга С. Точно так же пусть будут 2' какая-нибудь точка с мо- 
дулем "< А! и с'— круг, описанный из точки 2' радиусом, равным 
Ю' — п. Наконец, пусть будут 2-Й и 2'-- & две какие-нибудь точки, 
взятые, соответственно, в кругах си с’, так что 


[21-511 А, 121-18, А. 


Заменив в ряде. (2). переменные 2 и 2’ через 2-й и 2! К, мы. 
можем разложить каждый его член вряд, расположенный по степеням йий; 
полученный. таким. образом кратный ряд — абсолютно сходящийся. Рас-. 
полагая этот ряд по степеням.Й и А, мы получим. формулу Тейлора: 


ут+ир. 


датозт 
Е 2 — 4 
ев Ура и". 4) 
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350. Двойные ннитегралы. Распространяя на функции многих коме 
плексных переменных общие теоремы Коши, выведенные им из рассмо- 
трения интегралов, взятых между мнимыми пределами, мы встречаемся с 
трудностями, которые были вполне выяснены Пуанкаре *. Мы рассмотрим 
здесь только один весьма простой частный случай, который нам будет 
достаточен для после- 
дующего. Пусть будет 
7(2, 2') функция голо- 
морфная, когда пере- 
менные 2, 2’ остаются, 
соответственно, в не- 
которых областях А, А! 
(черт. 78). Рассмотрим 
линию аб, лежащую в 
области А, и линию Черт. 78. 

а, лежашую в обла- 
сти А’. Разобъем произвольным числом точек деления каждую нз этих 


линий на меньшие дуги; обозначим через 2%, 21, 2)... , и_1 2+, 2 
точки деления дуги а, где 25 и © совпадают саи 6, и через 25, 
2, 20...) 21 24, -.., 21, 2 — точки деления дуги 4'6', при- 
чем 20’ и 2' совпадают с а' и "}'. Двойная сумма 
п т 
— } : Ш! 
=, У еьь 2,'-1) (2. — 24-1) (2! — 2н'--) {5) 
Е=11=1 


стремится к некоторому пределу, если оба числа т и п неограниченно 
возрастают так, что все модули |2,—2,:|и | 2„—2,-:| стремятся 
к нулю. Пусть будет 7(2, 2!) = Х +1У, где Хи У— действительные 
функции четырех переменных и, 9, 1%, 6 положим еще 2, == и, + Юъь 
2’ ==, + И,. Мы можем представить общий член суммы $ в виде: 


[ить бр м НЕ (и 9 м ХХ 
Ж [и — и, — 9, [фа 


выполнив указанные умножения, мы получим восемь отдельных произ- 
ведений. Докажем, например, что сумма частичных произведений 


т 


ХУ хиьь Зе р вн) (Ик— И, 1) (№, №, 1) (6). 


ЕЕ] НЕТ 


стремится к некоторому пределу. Предположим, как это имеет место. 
на чертеже, что прямая, параллельная оси Оу, пересекает кривую аё 
только в одной точке, и точно так же, прямая, параллельная оси ОЁ, 
пересекает кривую а’ не более чем в одной точке. Пусть будут ч==ф (и), 
{== (1%) уравнения этих двух кривых; и, и И — границы, между 
которыми изменяется переменное и, а ®,) и Ш — границы, между ко- 
торыми изменяется переменное 2. Заменяя в Х переменные © и В, соот- 


* Пуанкаре (Рошсагб), би: 1ез 1614из 4ез НИбеталез ЧоцЫез, Деа та!йетайса, т. ПХ. 
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ветствённо, через $ (и) и ф (#2), мы получим непрерывную функцию 
Р(и, 2) переменных ци %®, и’сумма (6} принимает вид: 


УХУ Ри м1) (шв, _1). | (6') 


= И=1 
При неограниченном возрастании т и п эта сумма имеет пределом 
двойной интеграл (Ре, 2) аи аи, распространенный на прямоуголь- 


ник, ограниченный прямыми и—щ, и==0, =, ==. Этот 
ДВОЙНОЙ интеграл можно представить иначе в виде: 


и 8:4 
{ аи Р{и, зач, 
Г Е 


или, вводя криволинейные интегралы, 


аи [хы, 9; м, йа. (7) 
а а’ы . 
В последнем выражении и и © обозначают координаты точек дуги 


а, а ш и { — координаты точек дуги а’б’. Предполагая, что точка 
(и, 9) постоянна, будем перемещать точку (9, #) по дуге а'В' и вы- 


числим криволинейный интеграл | Х4\, взятый вдоль этой дуги а'ё"; 
в результате получится некоторая функция А(и, 9) от и, 9. Затем мы 
вычисляем криволинейный интеграл |} Ю(и, о) 4и, взятый вдоль дуги аб. 


Последнее выражение {7), которое мы получили для предела суммы 
(6), применимо при всяких путях ар и а'6’. Для этого достаточно, как ^ 
мы это уже неоднократно делали, разбить каждую из кривых аб и а'6' 
на дуги настолько малые, чтобы они удовлетворяли надлежащим усло- 
виям, сочетать совместно всеми возможными способами части дуги ар 
с частями дуги а'6' и сложить результаты. Поступая так со всеми сум- 
мами частичных произведений, аналогичными сумме (6), мы найдем, что $ 
равно в пределе сумме восьми двойных интегралов, аналогичных инте- 


гралу (7). Представив эту сумму через (| Е(>, 2') 42 4г!, мы имеем ра- 


венство: 


(Ес, 2!) 42 4г' = 
=| Чи | фо ха [и | УЕ — [2 [уче-- 


а а' 5’ а!5' аб а!’ аь а’! 


5-2] 4 ими 4% аа [аа [ха [в [ ха; (8) 


а а’ь ав а" ав (а'Ъ’) 
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его можно представить сокращенно в виде: 


(рее 1) гг = | (ди -- 140) (хром, 
ы аб ` ив’ 


а’ 
или, иначе, | 
(ее 2)агах = | 4: 2, 2) ах. (9) 
аб а! 


Формула (9) вполне сходна с формулою, которою пользуются при 
вычислении обыкновенного двойного интеграла, распространенного на 
площадь прямоугольника, при помощи двух последовательных квадра- 

в 


тур (т. 1, $ 113). Сначала вычисляют интеграл | Е(2г, 2) 42, взятый 


вдоль дуги 2’6’, предполагая 2 постоянным: в результате получается 
некоторая функция Ф (2) от 2, которую затем интегрируют вдоль дуги аб. 
Так как оба пути аби а играют аналогичную роль, то ясно, что 
порядок интегрирований можно изменить в обратный. 

Пусть будет М положительное число, большее модуля функции 
(2, 2'), когда 2 и 2 описывают дуги аби а'6'; если Ги Г обозна- 
чают, соответственно, длины этих дуг, то модуль двойного интеграла 
меньше, чем МЫ ($ 276). 

Если один из путей, например а’, образует замкнутую линию, то 


интеграл (Ее 2') 42 равен нулю, если функция Е(2, г") голоморфна 
а’ 

при значениях переменной 2’, лежащих внутри этой линии, и при зна- 

чениях переменного 2, лежащих на линии @6; следовательно, и двой- 

ной интеграл равен также нулю. 

351. Распространение теорем Коши. Пусть будут С и С’ две замкну- 
тые линии без двойных точек, лежащие, соответственно, в плоскостях 
переменных 2 и 2', Р(2, 2”) — функция голоморфная, когда 2 и 2' оста- 
ются внутри областей, ограничиваемых этими линиями, и на самих 
этих линиях. Рассмотрим двойной интеграл: 


__ у Б(г, 2)аг 
ее 


сс 
где х — точка, лежащая виутри контура С, и х’ — точка, лежащая внутри 
контура С'; предположим, что эти оба контура описываются перемен- 
ными в прямом направлении. Интеграл 


| Е(2, 2) 4” 


(2—х) (2 —х!)’ 


С’ 
гле 2 обозначает постоянную точку, лежащую на контуре С, равен 
Ем 
21 се. Следовательно, мы имеем: 


! 
п аа 
2 —х 


[4 
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применяя еще раз теорему Коши, получим: 


—= — 412 АР (х, х'). 
Такнм образом мы приходим к формуле 
„т Е(2, 2'1 42" | 
: = к 1 
Е(х, х') | Е (10} 
с с 


вполне аналогичной основной формуле Коши н из которой можно вы- 
вести аналогичиые следствия. Из нее можно вывести существование 
частных производных всех порядков от функции Р(2, 2') в рассматри- 


9ит”р . 
ваемых областях; так, производная Ир равна 
т+яр 1.2... 1:1.2...п. ( 2 (2, 2') 42 
д Ш ..т.Т.: ”\ а. Е (г 2) 2 5 а0 
дл ах" 41? (2—4) +1 (2 — х)"+1 
с с' 


Чтобы получить формулу Тейлора, предположим, что контуры С и 
С' суть окружности; пусть будут а — центр окружности Си Ю — ее ра- 
днус, В— центр окружности С’и А’-—ее радиус. Если точки х и’ х! 
взяты, соответственно, внутри этих окружностей, то |х—а|=7< А, 
1х'—6|=м"< А, и мы можем разложить рациональную дробь 


1 | 
(—х)(и— м) ера и-ф а) [#1 — В — {! —6) 
по степеням разностей х— а и х'— 6: 
+ оо +00 
=-=УУ (х —а) ха” — в" , 
ЕЕ ! (2 ат+ (а — — ру 
т=0л=0 


ряд, стоящий в правой части,— равномерно сходящийся, если 2 и 2'опи- 
сывают, соответственно, окружности С и С’, так как модуль общего 


1 г\”т и п 
члена равен вк ( в) . Следовательно, можно заменить в фор- 


К! \ К В! 


муле (10) дробь предыдущим рядом и интегрировать по- 


1 
(а— хи — >) 


лученное выражение почленно. Мы будем иметь: 


оо+ со. 
—_ = Б(2, гай 
Е(ьх)=- = у х —а)”"(х м— 6)" | а 


с' 
Принимая во внимание формулы,  получающиеся из (10) и (11) по- 
сле замены хи л' через а и 6, мы придем к формуле Тейлора: 


ь + ТОО инте (х— а) (х! — 6)" (12) 
Хх, =— (а, ) ОЪ— 
Г, х) = у Ут т! и] ‚( 
т п= 


причем сочетание т = ==0 при суммировании исключается. 
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Примечание. Коэфьциент ати при (х — а)" (х’ — Буй в предыдущем ряде 


равен двойному интегралу: 
= ети Е(г, га; 
ати ат+1 (=' — р)п+а ; 


если М есть верхняя граница модуля |Р(2, 2')| вдоль окружисстей С и С', то- 
на основании общего замечания, мы имеем: 


М 


а тп ] < арк 2ю. А" — 


Внра. 
Следовательно, функция 
7 М 


("бк 


есть усиливающая для Р(х, х’) (т. 1, $ 183). 

352. Функцин, нзображаемые в внде определеиных ннтегралон. При 
нзучении иекоторых функций их часто выражают через определениые“ 
интегралы, где независимое переменное входит под знаком интеграла как 
параметр. Мы уже дали для случая действительных переменных доста- 
точные условия, при которых к этим выражениям можно применить. 
обычную формулу диференцирования (т. 1, $ 94—96). 

Возвратимся к этому вопросу для случая комплексных переменных. 
Пусть Рф, 2) — функция двух переменных Ь 2, однозначная и непре-: 
рывная, когда комплексное переменное 2 остается в области О, в то` 
время как переменное { принимает действительные значения, заключениые` 
между двумя пределами а и 6, или же комплексные значения, представлен- 
ные точками какой-либо дуги АВ кривой, допускающей в каждой точке” 
непрерывно вращающуюся касательную или же составленной из конеч-- 
ного числа дуг этого рода. Сверх того, мы предположим, что, когда 
переменное # принимает определенное значение на дуге АВ, Р(Ь =} 
оказывается функцией переменного 2, голоморфной в области О. Эти 
условия, наверное, выполнены, если Р(ф, 2} есть аналитическая функция 
двух комплексных переменных Ёи 2, голоморфная, когда переменное & 
остается в области А, заключающей в себе дугу АВ, а переменное г — 
в области О, но эти условия являются более общими. 

Пусть х — произвольная точка. области О. Определенный иитеграл` 


АВ 


оказывается, очевидно, однозначной и непрерывной функцией перемен- 
ного х в этой области. Чтобы убедиться в том, что эта функция яв- 
ляется в то же время и аналитической, достаточно показать, что в каждой 
точке она имеет единственную производиую. Так как А(Ь х} есть го- 
ломорфная функция переменного х, то, на основании формулы; Коши, 
мы в праве также написать: 


Ф (= 5; =] ‘) а 
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причем С означает окружность с центром в ‘точке х, расположенную 
в области О. 

Пусть будет х+- Ах точка, близкая к точке х, лежащая в круге С; 
мы имеем также: 

Е 2) 4 
Ф (хх Ах =. Ем 
(«Ра») 2: 2—х— Ах’ 
Ав С 

и следовательно, повторяя прежние вычисления ($ 284): 


Ф(х--А9—Ф(о 1 |“ ри 


Ах 21 4 (2 —х): 
АВ С 
Ах Р(Б глаг 
ВЫВОЗЕ 
+ | а. 
АВ С 


Пусть будет М положительное число, большее модуля функции 
Е(Ь 2), когда переменные Ё и 2 описывают, соответственно, линии АВ 
и С, 5$— длина дуги АВ, р— модуль количества Ах. Модуль второго 
интеграла меньше, чем 


р М 91.5 М5 

2т (5) КЕ’ 
и следовательно, при неограниченном приближении точки х- Ах к 
точке х стремится к нулю. Следовательно, функция Ф\(х) имеет един- 
ственную первую производную, представляемую выражением 


1 Е( 2) аг 
! о ° 
Ф са \ й г. . 
АВ С 
Но мы имеем также ($5 284): 
9-1 Е(Ё г) 4 
эх 20] (2—х} 
с 
и предыдущую формулу можно представить иначе в виде: 


3, 
АВ 

Мы пришли к обычной формуле диференцирования под знаком ин- 
`теграла. ^ 

Предыдущее рассуждение неприменнмо, если путь интегрирова- 
ния Ё простирается в бесконечность. Предположим для определенности, 
что ГД есть бесконечная полупрямая, выходящая из точки а, и образу 
ющая угол @ с действительною осью. Мы будем называть интеграл 

со 


Фа | веха 


бо 


Ф' (х) = га (14) 
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равномерно сходящимся, если для всякого положительного числа г су- 
чцествует такое положительное число М, чтобы при р > М было 


оо 


Е(Ьх) Е |<ь, 
а, + еб 
где бы точка х ни лежала в области А’. Разбивая путь интегрирования 
на бесконечное множество прямолинейных отрезков, мы докажем, что 
всякий равномерно сходящийся интеграл равен сумме равномерно схо- 
дящегося ряда, члены которого суть интегралы, взятые вдоль соответ- 


ствующих отрезков бесконечной полупрямой [.. Все эти интегралы суть 
голоморфные функции от х; следовательно, и 


со . 
[2% х) 
а 

также голоморфно ($ 290). 

Точно так же можно убедиться, что здесь можно применить обыч- 
ную формулу диференцирования под знаком интеграла, если только по- 
лучающийся интеграл 

те 
сам равномерно сходящийся. 

Если функция Р(Ь 2} обращается в бесконечность при пределе а, 
пути интегрирования, то интеграл называется равномерно сходящимся 


в некоторой области, если для всякого положительного числа = можно 
найти на линии Ё такую точку а +1, чтобы было 


Г 
Ех аЕ |< ь, 
«т 


где р есть какая-нибудь точка, лежащая на линии Р между точками 49 
И ат, причем это неравенство должно иметь место при всех значе- 
ниях перёменного х, заключающихся в рассматриваемой области. Точно 
так же прежние заключения сохраняются в том случае, когда один ИЗ 
пределов интеграла обращается В бесконечность, и доказываются таким 
же способом. 


Приложенне к функции Г. Определенный интеграл, взятый вдоль дей- 
и оси, 


оо 
Г(а= (о ее, (15) 
5 
который МЫ рассматривали только при действительных и положительных значе- 


ниях переменного 2 (т. 1, $ 99), имеет коиечное значение, если действительная 
часть переменного 2, которую мы обозначим через % (2), положительна. В самом 
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7-че-#| = 41-1 Так как при х 


деле, пусть будет 2==х +0 отсюда имеем: 


положительном интеграл 
+ о 


} а-е-ни 

0. 
имеет конечное зиачение, то очевидно, что имеет коиечное значение и интеграл 
(15) (т. Ь $ 87—88). Этот иитеграл — равиомерио сходящийся во всей области, 
определяемой условиями № >> % (2) > т, гдеМ№М ип — произвольные положительные 
числа. В самом деле, мы имеем: 

1 + © 
(= | еее е-е-нь 
Г. 1 
н достаточно показать, что каждый из интегралов, стоящих в правой части, — рав- 
номерно сходящийся. Докажем это, например, для второго интеграла. Пусть бу- 
дет / положительиое число, большее единицы; если % (2) < М, то 
+ с + оо 
\ еее |< | 

12 7 


и можио найти настолько большое положительное число А, чтобы последний ин- 
теграл был меньше всякого положительного числа её, если {> А. Следовательно, 
функция Г(2), определяемая интегралом (15), голоморфна во всей области пло- 
скости, лежащей вправо от оси Оу. Эта функция Г(2) уховлетворяет попрежнему 


соотношению: 

Г(а-+=2Г(2), {16} 

которое получим, интегрируя по частям, а следовательно, и более ‘общему соот- 
ношению: 

Г(а+ и) = =(2- 1)... (2+ п— 1)Г(2) (17) 


представляющему непосредственное следствие прегыдущего. 
Пользуясь этим свойством, можно распространить определение функции Г(2) 
на значения 2, действительная часть которых отрицательна. В самом деле, рас- 


смотрим функцию 
Г(а-- п) 
Су... @+1-5' (8) 


где п —‘целое положительное число. Числитель Г (2 -- п) есть голоморфная функ- 
ция от 2, вполне определенная, если % (2) > — и; следовательно, $(2) есть меро- 
морфная функция, определенная при всех значениях переменного, действитель- 
ная часть которых больше, чем — п. Но на основании формулы 07 эта функ- 
ция ф(2) совпадает справа от оси Оу с голоморфною функциею Г (2); следова- 
тельно, она тождествениа с аналитическим продолжением голоморфной функции 


Г(2) в полосу; заключающуюся между прямыми % (2)=0, Х‹2)-=— п. Так как 
число л произвольно, то отсюда следует, что существует мероморфиая функция, 
имеющая полюсами первого порядка все точки 2—0, 2—=—1, 2 „... 2 = 
==—п,..., которая справа от оси Оу равна интегралу (15). Эту фУНкцию также 


йзображают через Г (2), ио ее числовое зиачение можно вычислять п формуле (15) 
только в том случае, если ХУ (2) > 0. Если ЗУ (2) < 0, то, чтобы иметь числовое 
значение этой функции, надо воспользоваться, сверх того, соотношением (17). 

Следующее выражение функции Г(2) пригодно при всяком значении пере- 
менного 2. Пусть будет $ (2) целая функция: 


-- © Е 
$(2)=2|] (1+=)е ". 
П=1 
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Она имеет нулями полюсы функции Г(2) следовательно, произведение 
$ (2) Г(2) должно быть целою функциею; можно доказать, что’ эта целая функция 
равна е-Сг, где. С — эйлерово яостоянное * (т. [, $ 18). Отсюда получаем фор- 
мулу: . 


оо 2 
Е - 1 я 2\ я. 
Г) Га! ==“ ПС +7) г’ (9) 


мы видим, что есть целая трансцендеитная функция. 


1 
(2+1) 
. 354. Аналитическое продолжение функцин двух перемениых. Пусть бу- 
дет Р(=, 2') функция двух переменных 2ои 2’, голоморфная, когда эти оба пере- 
менные остаются, соответственно, в связных частях А и А’ плоскостей, в которых 
их представляют; Как и в случае одного перемениого ($ 334), можно доказать, что’ 
значение этой функции при какой-нибудь системе значений хи 2", взятых в 0б- 
ластях А и А’, определено, если известны значения функции Р и всех ез част- 
ных производных при’ значениях 2 = а, 2'==В, взятых в тех же областях. Вслед- 
ствие этого, повидимому, иетрудно распространить на функции двух комплексиых 
переменных понятие аналитического продолжения. Рассмотрим двойной ряд Уатл 
такой, что есть два положительных числа г, /’, обладающих следующим свой- 
ством: ряд ° 


В (2, 7) = Уатта” п (20) 


— сходящийся, если одновременно‘ | 2 | < г, [2'| <! и расходящийся, если одно- 
временио |=2| > г, [2'| > Г. В этом случае предыдущий ряд определяет функ- 
цию Р(2, 2), голоморфную, если переменные 2 и 2’ остаются, соответственно, в 
кругах С и С" с радиусами, равными ги Г; ио отсюда мы еще ничего нз зваем 
о том, какова эта функция, если |2|`\>г или |2'| > г. Предположим для опре- 
деленности, что переменное 2 перемещается по некоторому пути Г, идущему из 
начала координат’ в точку’ 7, лежащую. вне круга С; а переменное 2’ переме- 
щается по некоторому другому пути Ё', идущему из точки 2'’=0 в точку ", 
лежащую вне круга С". Пусть будут а и В две точки, взятые, соответственно, на 
путях Ё и [", причем а лежит внутри С, а. 8 лежит виутри С“. Пользуясь рядом 
(20) и теми рядами, которые получим, диференцируя его любое число раз, мы 
можем составить новый целый ряд 


УВил (2-— а)" (2—1, (21) 


абсолютно сходящирся, если | {—а| «ци | 2" —В| ли’, где и или’ — положитель- 
ные числа, надлежащим образом выбранные. Обозначим через С; окружность, 
описанную в плоскости переменного 2 из точки а радиусом, равным гу, и. через 
Ст — окружность, описанную в плоскости переменного 2" из точки В радиусом, 
равным ^;’. Если точка находится в части плоскости, общей обоим кругам С и 
Сь и точка 2’ находится в части’ плоскости, общей обоим’ кругам С’'и С.', то 
сумма ряда (21) тождественна с суммою ‘ряда (20). Если можно выбрать числа /1 
и 7!’ так, чтобы круг С! имел часть, лежащую вне круга-С, или круг С; имел часть, 
лежащую вне круга С", то мы распространим определение функции Ё(2, 2’) на 
область, отчасти лежащую: вне' первоначальной области. Продолжая тё же дей- 
ствия, мы видим, что, мы можем постепенио расширять область существования 
функции Р(г, г'). Но здесь входит новый существенный элемент. В самом деле, 
необходимо принчмать во внимание, как перененные перемещаются одно 
относительно: другого по их соответствующим путям. . 
Что это обстоятельство является существенным, легко показать- иа одном, 
почти банальном, ‘примере. Пусть /(2-| 2’) — аналитическая функция перемен- 
ного. 2 == 2 |", имеющая точки“ разветвления; Если переменные 2 и 2’ описы- 
вают замкнутые пути Си С", то очевидно, что переменное 7—2 -+ 2! также опи- 
апет некоторую замкнутую кривую Г, но эта кривая Г будет зависеть от способа, 


* Эрмит (Нениёе), Соиг$ 4’Апаузе, 4-е издание, стр. 142.. 
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каким переменные 2 и 2’ описывают свои пути, Легко построить примеры, в ко- 
торых, если заставить переменные 2 и 2’ описывать пути С и С’ двумя различ- 
ными способами, то окажется, что соответствующие два пути, описываемые пе- 
ременным 2, не приводят к одному и тому же концевому значению фуикцию { (2). 


Пусть, например, } (2 - =') = У+=—3=У 7—3; примем начальное зна- 


чение функции для 2 = 2’ —=0 равным ИЗ. Предположим, что путь С, опи- 
сываемый переменным 2, состоит из отрезка действительной оси, идущего от 
точки 2 =0 к точке А с аффиксом 2—2, и из отрезка АО. За контур С’ мы 
примем окружиость единичного радиуса с центром в точке 2’==1. Вообразим 
сперва, что точка д описывает отрезок ОЛ, в то время как =’ сохраняет постоян- 
ное значение =’ —0, затем, что 2’ описывает полную окружность С”, между тем 
как 2 остается равным 2, и наконец, что 2 описывает отрезок АО, причем 2" 
остается равным нулю. Очевидно, что путь Г, описываемый перемеиным = 
==2--2', будет состоять из отрезка ОД, окружности круга едииичного радиуса 
с центром в критической точке 7=3 и, наконец, из отрезка АО... Следовательно 


мы вернемся к исходным значениям со значением для корня — 3. Напротив, 
если 2’ сперва описывает окружность С’, в то время как = остается равным 
нулю, а затем 2 последовательно описывает оба отрезка ОД, АО, между тем как 2" 
остается равным нулю, то очевидно, что путь, описываемый переменным 2, не 


окружает критической точки 2 =3, и следовательно, дикал у 7—3 возвра- 
ат р 


щается к своему начальному значению 2 3. 

Природа особемностей аналитических функций многих переменных известна 
гораздо менее, чем функций только одного переменного. Одна из наиболее зна- 
чительных трудностей задачи состоит в том, что пары особых точек не являются 
изолированными *. . 
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355. Теорема Вейерштрасса. Мы уже установили (т. Г, $ 184) суще- 
ствование неявных функций, определяемых уравнениями, левая часть 
которых разлагается в ряд, расположенный по возрастающим положи- 
тельным степеням двух переменных. Рассуждения, при которых мы пред- 
полагали, что переменные и коэфициенты действительны, применимы без 
изменения в том случае, когда переменные и коэфициенты имеют лю- 
бые действительные или миимые значения, если только остаются в силе 
остальные предположения. Теперь мы докажем более общую теорему, 
причем сохраним прежние обозначения (т. |, $ 184); комплексные пе- 
ременные мы обозначим через х и у. о. 

Пусть будет Р(х, у} функция, голоморфная в области системы зна- 
чений х==а, У=В и такая, что 2(2, 8) ==0; предположим, что всегда 
возможно, что а=—р==0. Уравнение Р(0, у) ==0 имеет корень у= 0 
некоторой кратности. В том случае, который мы рассматривали до сих 
пор, у==0 было однократным корнем: теперь мы рассмотрим тот слу- 
чай, когда у-—0 есть корень кратности л уравнения Р (0, у)== 0. Распо- 
лагая по степеням переменного у разложение функции Р(х, у) в обла- 
сти точки х = у=0, мы получим: | 


Е(х, у) = Ао Ау... Ану" Ау" -- ..., (22) 


* Все, касающееся этого вопроса, можно нейти в мемуаре Пуанкаре (Ротсат6) (Асёа тае- 
тайса, т. ХХУ) и в диссертации Кузэна (Соизт) (там же, т. [Х) и в сочннен и Осгуда (\.-Е. Оз- 
2004): „Тор!:$ ш Че Тнеогу о! шисНопз о зеуега! сотар!ех уанаМез“, Гйе Ма45оп СоПодшит, ри- 
БИ5Неа Бу {пе Атейсап Маета сай босефу, 1914, . . 
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где коэфициенты А, суть целые ряды относительно переменного х, из 
которых и первых равны нулю при х=0, тогда как А, не 
обращается в нуль при х==0. Пусть будут С и С! круги, 
описанные, соответственно, в плоскостях переменных х и у из ‘начала 
координат радиусами, равными Ю и А'. Мы предположим, что функция 
голоморфна в области, определяемой этими кругами, а также на самих. 
окружностях Си С'. Так как А, ие равно нулю при х=0, то мы 
можем взять радиус круга С настолько малым, чтобы ни внутри этого, 
круга, ни на самой окружности С функция А, не обращалась в нуль. 
Пусть будет М верхняя граница модуля |Р(х, у}| в вышеуказанной 
области, и В — нижняя граница |А„|. По общей теореме Коши мы 
имеем: 

Вх, у) ау 


Е (х, у} =5- а 


где х и у— какие-нибудь точки, взятые в кругах Си С'!. Отсюда за- 
ключаем, что, каково бы ни было значение переменного х в круге С, 


модуль коэфициента А„ при у” в формуле (22) меньше, чем с . 
Мы можем представить Р(х, у) в виде: 
Р(х, у) = А, уч1 РО, (23 
где 
уча Ан 2 | 
А "1 А 1 
9==- +... 1 —., 
А, у ы + А, у 
Пусть будет р модуль переменного у; мы имеем: 
в 
М [в м № 
ГР ря (+ а...) = рен 5 
и 
1 
Этот модуль |Р! будет меньше, чем 5, если 
ВА" 
' 4 
Р<^ в"ам' (24) 


С другой стороны, пусть будет в(7) значение максимума модуля 
функций Ау, А.,..., А„_1 при всех значениях переменного х, модуль 
которых не превосходит числа г< РА. Так как эти п функций равны 
нулю при х==0, то (г) стремится к нулю вместе с г, и можно взять / 
настолько малым, чтобы было 


м (++. 1) 1 (< В), (25) 
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где р — определенное положительное число. Выбрав числа р и г так, 
чтобы они удовлетворяли предыдущим условиям, заменим круг С кру- 
гом С,, бписаиным в плоскости переменного х из точки х == 0 радну- 
‹ом, равиым г, и круг С’ кругом С,, описаниым в плоскости перемен- 
+0го у из точки у=0О радиусом, равным р. Дадим перемениому х та- 
кое значение, чтобы было |х|<5г, н будем перемещать переменное у 
по окружиости С 5; из самого выбора чисел г и р следует, что при этом 


будет |Р] < 5, 1915 ‚ и следовательно, |Р-+ О9!< 1. Когда пв- 


фемениое у описывает в прямом направлении окружность С, аргумент 
количества -- Р-+ © возвращается к своему начальному значению, 
тогда как аргумент множителя А„у” возрастает на 2ип. Следовательно 
{$ 300), уравнение Б(х; у)==0, 29е |х| = г, имеет п и только п кор- 
ней, модуль которых меньше, чем р. 

Все остальные корни уравнения Р(х, у) =0, если они существуют, 
имеют модули большие, чем р. Так как число р можно заменить сколь 
угодно малым числом, меньшим Числа р, заменяя в то же время число г 
меньшим числом, попрежнему удовлетворяющим условию (25), то мы 
видим, что уравнение Р(х, у} =0 имеет ровно л корней, стремящихся 
к нулю вместе сх. 

Если переменное х остается внутри или на самой окружности С,, 
то л корней у, у.,..-, У,, модули которых меньше, чем р, остаются 
в круге С,.. Эти корни не будут, вообще, голоморфиы в круге С,, но 
сякая симметрическая целая функция этих п корней есть голоморф- 
ная функция от х в этож круге. Очевидно; что достаточно доказать 
это для суммы у“ ул --...Ну,А, где Ё — целое положительное число. 

Для этого рассмотрим двойной интеграл. 


эР(х', у) 
3 — 
[= ау \ уе ОГУ 


бу с 


ах! 
 х—х’ 


где |х| < г. Если |у'|=8, то по предыдущему функция Р(л', у’) не 

может обращаться в нуль ни при каком значении переменного д’, ле- 

жащем внутри или на окружности С,, и единственным полюсом под- 

интегральной функции, лежащим внутри круга: С,, будет точка х’==х. 
Следовательно, мы имеем: 


аЕ(х', У) эР(х, У) 
у" 5 _ 4% — пи = У 
с 
и следовательно, эР(х, У) 
! 
=: | у* О г ‚ау. 
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По доказанной выше теореме ($ 299), этот интеграл равен 
— 412 (у-Рул-Н...-Н Уи”), где у, У,..., У, суть корни уравнения 
Е(х, у) =0, модуль которых меньше, чем р. С другой стороны, инте- 
грал Г в круге С, есть голоморфная функция от х, так как дробь 
ия можно разложить в равномерно сходящийся ряд, расположенный 
по степеням переменного х, и вычислить затем интеграл почленно. Так 
как различные суммы У у суть функции, голоморфные в круге С, то 
то же имеет место для суммы этих корней, для суммы их парных произ- 
ведений и т. п.; следовательно, корни У:, У, ..., У„ суть вместе с тем 
корни уравнения л-й степени ` 


(ху) == ут ау тазу"... а, уфа, =0, (26) 


коэфициенты которого а,, а›,..., @, суть функции от х, голоморфные 
в круге С. и обращающиеся в нуль при х=0. 

Обе функции Р(х, у} и Ё(х, у) обращаются в нуль при одних и 
тех же системах значений переменных. хи у, лежащих внутри кру- 
Е(х,. г 
(х, 
ная в этой же области. Возьмем для этих  еременных х и у опреде- 
ленные значения под условием [х|<г, |[У|<Вр и рассмотрим двойной 


интеграл 
1 4х! 
(ах | (', У) 
= | Их, У) —х) (У —»” 


При значении у’, модуль которого равен р, функция /(х', у’) перемен- 
ного х' не может обращаться в нуль ни при каком значении х’, лежа- 
щем внутри или на окружности С,. Следовательно, подинтегральная 
функция имеет внутри окружности С. единственный полюс х'==х; со- 
ответствующий ему вычет равен 


Е(х, У) 1 
Их) уу’ 
Таким образом мы имеем также: 


, ! 
=2щ | Г 3 У м . 
Ах, У) У 


гов Ср и С, Покажем, что отношение НЕ есть функция, голоморф- 


с, 


р 


Обе голоморфные функции Е(х, у'), /(х, У) переменного У имеют 
внутри круга С, одни и те же нули с одинаковыми степенями крат- 


ности, Следовательно, их частное есть функция от у’, голоморфная 


в круге С’, и единственный полюс подинтегральной функции, лежащий 
внутри этого круга, есть у’ ==у; таким образом мы имеем: 

Е(х, У} 

у ак РЯ 

№(х, У) 


16 5. гурев, т. И, ч. 1. 
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С другой стороны, в интеграле У можно заменить дробь 
] 
(м —х)(— У) 
ее разложением в равномерно сходящийся целый ряд, расположенный 
по положительным `степеням переменных х и у. Интегрируя почленно, 
мы видим, что этот интеграл равен сумме. целого ряда, расположен- 


ного `. по. стененям. переменных хиуи схолящегося в кругах С, и 
С, . ‚ Следовательно, мы имеем: 


Вх, у) = (х, у) Нцх, у), 


‚Б(х, у) = би-на, у"-1--...-а,)) Н(, у), (27) 


где-Н(х, у) голоморфио в кругах С,, С". 

Коэфициент А, при у" в Р(х, у) содержит постоянный член, отлич+ 
ный от. нуля; так как а), а,,...,'2„ ‘равны нулю при х==0, то раз- 
ложение функции Н(х, у) необходимо содержит постоянный член, отлич- 
ный .от нуля, и из разложения по формуле (27) видно, что мы получим 
всё корни уравнения Р(х, у)-= 0, стремящиеся к нулю ‘вместе с х, 
приравнивая нулю первый множитель. Эта важная. теорема принадлежит 

Вейерщтрассу *. Она. представляет обобщение на функцию многих пе- 
ременных, насколько это’ возможно, разложения на множителей функ- 
ций одного переменного. . 

356. Критические точки, Мы таким образом ‘привели изучение тех п 
корней уравнения Р(х, у! =0, которые бесконечно малы вместе с х, 
к изучению при значениях х, близких к нулю, корней уравнения вида: 


Л(ж; ууу" Рау т аут... На, ду--а,=0, (28) 
где 41, @,, ..., ‘а,—голоморфные функции, обращающиеся в нуль 
при х==0. Если п>1 (единственный случай, который нас здесь зани- 
мает),то точка х ==0 называется, вообще, критическою точкою. Исклю- 


ИЛИ 


чим у из уравнений 1—0 и мо; результат А4(х) есть целый мно- 


ду 

гочлен относительно коэфициентов 41, @,, ..., @,, и следовательно, 
функция, голоморфная в области начала координат. При х==0 резуль-. 
тат А(х) равен нулю **, а так как нули голоморфной функции ‘обра: 
зуют систему изолированных точек, то`мы можем взять радиус г кру- 
га С, настолько малым, чтобы внутри С, уравнение 4(х} не имело 
другого корня, кроме х==0. Во’ всякой” точке х,, взятой в этом 
круге и отличной от начала координат, уравнение {(ху, у) =0 имеет 
п различных корней; в этом случае, как мы уже знаем (т. 1, $ 184); 
эти и корней уравнения {28} суть функции от х, голоморфные в обла- 
сти точки х,. Следовательно, внутри круга С, не может существовать 
другой критической точки, кроме начала координат. 

* „АБнапашияеп аиз 4ег ЕипсНопетенге“ уоп К. Мееттаз5 (Берлин 1860`. Это предложение 
можно также доказать, основываясь нсключительно на свойствах целых рядов и на теореме о 
существованин неявных функций (ВиЙайт ае 1а бое тайетайдие, т. ХХХУТ, 1903, стр. 209—215). 

*+* Мы устраняем из рассмотрения‘ случай, когда А(х), тождественно равно нулю. В этом 


случае х У) делилось бы на множитель {Л (х, УДК, где > а Д(х, у) имеет тот же вид, 
как и 7 (х, у). 
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Пусть будут у, У,, .,.› У, корни уравнения Г (ху, у} ==0, Пред- 
положим, что пёременное х описывает петлю вокруг точки х=—=0,. вы- 
ходя, из точки Хо; вдоль этой петли й корней уравнения Х(х, у) = 09 
различны и. изменяются непрерывно, Выходя из точки ху, например, 
с корнем у, и следуя за непрерывным изменением этого корня вдоль 
петли, мы придем в точку с конечным значением, равным одному из 
корней уравнения /(х,, у) =0. Если это конечное значение есть У, 
то рассматриваемый корень есть однозначная функция в области на- 
чала координат. Если же это конечное значение отлично от у,, т 
предположим, что оно равно, например, у›. Описывая новую В тю 
в том же направлении, мы придем от корня у, к другому из корней 
У, У, -..5 У. Конечное-значение не может быть. равно’ у,, так как 
обратный путь должен привести от у, к у,. Следовательно, это конеч- 
ное значение должно быть одним из корней у,, у;, ..., уз; если оно 
есть у,, то мы видим, что оба корня переходят один в другой, когда 
переменное описывает петлю вокруг начала координат. Если это ко- 
нечное значение не есть у, , то оно есть один из и— 2 остающихся 
корней; пусть это будет корень у,. Новая петля, описываемая в том 
же направлении, приведет от корня у; к одному из корней у,, уз, Уз, 
У., --.. Уи» По тем же основаниям, как выше, это не может быть уз; 
это не может быть также и у., так как обратный путь приводит от у» 
к у... Следовательно, это конечное значение есть у, или один из п — 3 
остающихся корней у,, у, --., У„. Если оно есть у, то три корня 
У, У› Уз перемещаются в круговом порядке, когда переменное х опи- 
сывает петлю вокруг начала координат. Если же конечное значение 
отлично от у, то мы будем продолжать перемещать переменное во- 
круг начала координат, и после конечного числа операций мы необхо- 
димо придем к одному из полученных уже корней, именно к корню уУ;; 
Предположим, например, что это случится после р операций. Мы ви- 
дим, что р получающихся корней у, у., ..., у, переставляются в 
круговом порядке, когда переменное х описывает петлю вокруг начала 
координат; в этом случае говорят, что корни образуют круговую си- 
стему р корней. Если р=и, то п корней образуют единственную кру- 
говую систему. Если р< п, то мы снова начнем предыдущие рассуж- 
дения, исходя от одного из Я— р остающихся корней ит. д.; ясно, 
что, продолжая те же операции, мы, наконец, исчерпаем все корни. 
Таким образом мы можем высказать следующее предложение: п корней 
уравнения Е(х, у) =0, равных нулю при х=0, образуют в области 
начала координат одну или несколько круговых систем. 

Чтобы это предложение было вполне общим, достаточно условиться, 
что круговая система может также состоять только из одного корня; 
тогда этот корень есть однозначная функция в области начала ко- 
ординат. 

Корни одной и той же круговой системы можно представить одним 
общим разложением. Пусть будут у, у. ..-, У, корни круговой си- 
стемы; положим х—=х!Р. Каждый из этих корней есть голоморфная 
функция от х' при всех значениях переменного х’, кроме х'==0; с 
другой стороны, когда х’ описывает петлю вокруг точки х’==0, точ- 
ка х опнсывает р последовательных петель в том же направлении во- 


16* 
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круг начала’ координат; следовательно, каждый из корней у, у,, ..., 
У, возвращается к своему начальному значению: они суть однозначные 
функции от х' в области начала координат. Так как эти корни стре- 
мятся к нулю вместе с х!, то точка х'=—0 может быть только обыкно- 
венною точкою, и один из этих корней представляется разложением 


вида: . 
у—ах' Нах? --... ам” ..., (29) 


1 
илн, заменяя Х’ через ХР: 
1 


ах а, (ха, (я)... (30) 


Мы докажем теперь, что разложение (30) представляет все корни 


одной и той же круговой системы, если только давать количеству 
1 


ХР его р значений. В самом деле, предположим, что, взяв для корня 


Р/с . 
УХ одно из его значений, мы получили разложение корня у.; если 
переменное х описывает в прямом направлении петлю вокруг начала 
1 2 
координат, то у, изменяется ву, а х?Р получает множитёль еР. Точ- 
© 1 


но так же мы увидим, что мы получим у,, заменяя в формуле (30) хР 
о: 

через хРе? . Из единства этого разложения ясно видно, что р кор- 

ней переставляются в круговом порядке. 

Остается показать, как можно выделить п корней уравнения 
Б(х, у) =0 в круговые системы и вычислить коэфициенты @, разложе- 
ний (30). Мы уже рассмотрели случай, когда х == у==0 является двой- 
ной точкой. Рассмотрим еще один частный случай. 


92 
Если при х=у==0 производная Е не равна нулю, то разложе- 


ние функции Р(х, у) содержит член первой степени относительно х, 
и мы имеем: 


Р(х, у)==Ах- В+...  (4АВ5^0), (31). 


причем опущенные члены делятся на один из множителей х?, ху, уч+1. 
Примем на время у за независимое переменное; уравнение Р(х, у) ==0 
имеет единственный корень, стремящийся к нулю вместе су, и этот 
корень голоморфен в области начала координат. Его разложение, ко- 
торое мы уже умеем вычислять (т. [, $ 184), имеет вид: 


х= "(1 ау-+...) (ао 5-0). (32) 
Извлекая корень и-Й степени из обеих частей, получим: . 
|. ИИ 
"УИ Рау... (33) 


При у=0 вспомогательное уравнение и” ==. а у--... имеет п 
различных корней, каждый из которых разлагается в целый ряд, рас- 
положенный по степеням переменного у. Так как эти корни получаются 
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2ы 
один из другого умножением их на различные степени от е п ‚› ТО МОЖ- 


но взять для Уз ау ... в формуле (33) какое-нибудь одно из 
1 . 


его зиачений, условившись давать для х” последовательно его п зна- 
чений. 
Следовательно, уравнение (33) можно представить в виде: 
1 


Иру... (6, == 0); 
. 1 


отсюда, обратно, получаем разложение у по степеням хп; 
1 


еж” с, (+=) ... (34) 
1 


Это разложение, где для х” надо брать его м значений, предста- 
вляет п корней, стремящихся к нулю вместе с х. Следовательно, эти 
п корней образуют единственную круговую систему. 

Для изучения общего случая следует обратиться к сочинениям, по- 
священным теории алгебраических функций*. 

357. Алгебраические функции. Неявные функции, всего лучше изу- 
ченные до сих пор, суть алгебраические функции, определяемые урав- 
нением Е(х, у) —=0, левая часть которого есть целый неразложимый 
многочлен относительно хи у. Целый многочлен называется неразло- 
жимым, если нельзя найти два других таких целых многочлеиа мень- 
ших степеней Р; (х,‚ у) и Р. (х, у), чтобы было тождественно 


Е(х, у) == 2, (х, У) - Б, (х, У). 


Если многочлен Р(х, У) равен произведению такого вида, то ясно, что 
уравнение Р(х, у} =0 можно заменить двумя отдельными уравнениями 
Е. (х, у) =0, Р. (х, у)==0. 

Пусть будет 


Е(х, у) = (х) у" 9 (х) ут... 9,1 (х)у-- 9, (х) =0 (35) 

уравнение п-Й степени относительно у, где $, $1, ..., ф„ суть целые 
. ЕР 

многочлены относительно х. Исключая у из соотношений Р==0, = 0, 


мы получим целый многочлен 4(х), который не может быть тожде- 
ственно равен нулю, так как Р(х, У), по предположению, неразложимо 
и потому не может иметь с Р'(х, у) общих множителей. Отметим в 
плоскости точки а, @,, ..., @,, представляющие корни уравнения 
4(х) =0, и точки В, В, ..., Вь, представляющие корни уравнения 
Фо(х) =0, причем некоторые нз корней @, могут входить также 
в число корней уравнения $ (х) =0. В точке а, отличной от точек 
а,, 8, уравнение Р(а, у) =0 имеет и различных и конечных корней 
., 6, ..., 6. Следовательно, в области точки а уравнение (35) 


п 
имеет п голоморфных корней, стремящихся соответственно к 6, 0.,..., 


* См. также известный мемуар Пюнзе (Ризеих) об алгебраических функциях (Лонги 4е Ма- 
гивтайдие$, т. ХУ, 1850), у 
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6., когда х стремится к а. Рассмотрим корень а; результанта А(х); 
уравнение Р(%, У} =0 имеет несколько равных корней. Предположим, 
например, что оно имеет р корней, равных №. Эти р корней, стремя- 
щихся к 6, когда х стремится к @,, распадаются на некоторое число 
круговых систем, и корни одной и той же круговой системы предста- 
вляются разложением в ряд, расположенный по дробным степеням раз- 
ности х— а,. Если значение @, не обращает в нуль многочлена Фо (х)}, 
то все корни уравнения (35) в области точки а, распадаются, таким 
образом, на несколько круговых систем, причем некоторые из этих 
систем могут содержать только один корень. Для точки В,, обращаю- 
щей в нуль многочлен 40 (х), некоторые из корней уравнения (35) обра- 


1 
щаются в бесконечность. Чтобы изучить эти корни, положим У=у 


г; 
мы приходим к изучению корней уравнения 
1 
Ев) = "= (* у} =, 


обращающихся в нуль при х=},. Эти корни также распадаются на 
несколько круговых систем, причем корни одной и той же системы 
представляются фазложением в ряд вида: 


т--Т 


т 
У а (х— ВР а. (х— В) 2 =... (а”"=20); (36) 
соответствующие корни уравнения относительно у определяются раз- 
ложением: 


т 1 
_^ — -1 
у==(х— В) р [и аи: (х— ВР Е ...| , (37) 
которое можно расположить по возрастающим степеням количества 
1 


(х — ВР, но некоторое конечное число первых членов разложения бу- 
дет иметь отрицательные показатели. 
Чтобы исследовать значения у при бесконечно больших значениях 


1 
Хх, ПОЛОЖИМ Х— и; мы придем .к изучению корней уравнения. того 


же вида в области начала координат. В конечном выводе, в области 

любой точки х=а все пл корней уравнения (35) представляются неко- 

торым числом рядов, расположенных по возрастающим степеням х— а 
1 . 


или (х— а)Р, которые могут содержать. конечное число членов с отри- 
цательиыми показателями; это предложение применимо также к беско- 
нечно большим значениям переменного х, при условии замены х — © 


через № 
рез. 


Важно заметить, что дробные степени и отрицательные показатели 
появляются только для исключительных точек. Следовательно, един- 
ственные особые точки корней уравнения суть критические точки, во- 
круг которых некоторые из этнх корней переставляются в круговом 
порядке, и полюсы, в которых некоторые из этих корней обращаются 
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в бесконечность; при этом одна и та же точка может быть одновре- 
менно и полюсом, и критическою точкою. Эти два вида особых точек 
часто называются @лгебрайческими особыми точками. 

До сих пор мы изучали корни данного уравнения только в обла- 
сти определенной точки. Предположим теперь, что мы соединили две 
точки х=а, х==6, для которых ‘уравнение (35) имеет п различных и 
конечных корней, путем АВ, не проходящим ни через одну из особых 
точек уравнения. Пусть будет у, корень уравнения Р(а, у) ==0; корень 
у==/(х), который обращается в у, при х-=а, представляется в обла- 
сти точки @ разложением в целый ряд Р(х— а), и можно искать его 
аналитическое продолжение, когда переменное описывает дугу ДВ. 
Это -— частный случай общей задачи, и мы заранее ‘знаем, что мы при- 
дем в точку В с конечным значением, которое есть корень уравнения 
Р(6, у) =0 ($ 337). Мы наверное придем в точку Ф после конечного 
числа действий; в самом: деле, радиусы кругов сходимости рядов, пред- 
ставляющих различные корни уравнения Р(5, у) =0 и имеющих центры. 
в различных точках пути АВ, имеют нижнюю границу 8>0*, так как 
этот путь не содержит ни одной критической точки, и. ясно, что всегда 
можно взять радиусы различных кругов, которыми мы будем пользо- 
ваться в аналитическом продолжении, не меньшими, чем 8. 

Из всех путей, соединяющих точки А и В, всегда можно найти 
один, приводящий от корня у: к любому из корней уравнения Е(6, у) = 
=—=0 как к конечному значению. Чтобы доказать это; мы ‘будем осно- 
вываться на следующем предложении. Если аналитическая функция 2 
переменного х имеет только р различных значений при каждом зна- 
чении х, и если она имеет в0 всей плоскости, включая и бесконечно 
удаленную точку, только алгебраические особые точки, то р значе- 
ний функции 2 суть корни уразнения степени р. коэфициенты кото- 
рого суть рациональные функции от х. Пусть будут 21,2, ..., 2 
эти р значений функции 2; если переменное х описывает. замкнутую 
линию, то эти р значений 2, 25, :.., 2, могут только обмениваться 
между собою. Следовательно, симметрическая функция 


и, ==ай + 25 -- ‚ар, 


тде А — целое положительное число, есть однозначная функция. Сверх 
того, эта функция может иметь только полярные особенности. В самом 
деле, в области любой точки х =, лежащей на конечном расстоянии, 
разложения значений 2, 2, .., 2, могут иметь только конечное 
число членов с отрицательными показателями; следовательно, то же 
имеет место и для разложения и,. Кроме того, так как функция и, 
однозначна, то ее разложение не может содержать дробных степеней. 
Следовательно, точка а есть полюс или обыкновенная точка функции 
#,; то же имеет место и для бесконечно удаленной точки. Такнм обра- 
зом, каково бы ни было целое число А, функция и, есть рациональная 
функция от х; следовательно, то же имеет место и для простых сим- 
метрических функций, как У2,, Уг,2,, ..., и теорема доказана. ^ 


* Чтобы доказать это с полною строгостью. достаточно повторить рассуждение, аналогичное 
фассуждению $ 336. 
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Предположим теперь, что, переходя из точки а в какую-нибудь дру- 
гую точку х плоскости всеми возможными путями, мы можем получить 
как конечные значения только р из корней уравнения 


Е(х, У) =0 (Р< м). 


Очевидно, что эти р корней у, у, ..., У», могут только обмени- 
ваться местами, если переменное х описывает замкнутый контур, и они 
обладают всеми свойствами р ветвей 2, 2,, ..., 2, аналитической 
функции 2, которые мы только что изучали. Отсюда мы заключаем, 
что у;, У, ..., У, суть корни уравнения р-Й степени Р, (х, Уу=о0 
с рациональными коэфициентами. Следовательно, уравнение Р(х, у) = 
—0 имеет корнями все корни уравнения Р,; (х, у} =0, каково бы ни 
было х, и многочлен Р(х, у) должен быть разложимым, что противно 
предположению. Таким образом, если не наложено. никакого ограниче- 
ния на путь, описываемый переменным х, то и корней уравнения {35} 
должны рассматриваться как различные ветви одной и той же анали- 
тической функции, как мы это уже заметили на некоторых простых 
примерах ($ 260). 

Проведем из каждой критической точки бесконечный разрез таким 
образом, чтобы эти разрезы не пересекались между собою. Если путь, 
проходимый переменным, не может пересекать ни одного разреза, то п 
корней суть однозначные функции во всей плоскости, так как всякие 
два пути, имеющие общие конечные точки, будет можно привести один 
к другому непрерывным изменением, не пересекая ни одной из кри- 
тических точек ($ 366). Чтобы можно было следить за непрерывным 
изменением корня вдоль какого-нибудь пути, достаточно знать закон 
обмена этих корней, когда переменное описывает петлю вокруг каждой 
из критических точек. 

Примечание. Изучение алгебраических фуикций относительно легко по- 
тому, что можно заранее определить алгебраическими вычислениями особые 


точки этих функций. Эго, вообще. не имеет места для неалгебраических неявных 
функций, которые могут иметь трансцендентные особые точки. Например. неявная 


фуикция у (х), определяемая уравиением е7 — х — 1! —=0, не имеет ни одной алге- 
браической критической -точки, но она имеет трансцендентную особую точку 


358. Абелевы интегралы. Всякий интеграл 
= | Ве, 3) 4х, 


где А(х, у) есть рациональная функция от х до у, ау есть алгебраи- 
ческая функция, определяемая уравнением Р(х, у) =0, есть абелев 
интеграл, принадлежащий к этой кривой Р(*, *) =0. Чтобы оконча- 
тельно определить этот интеграл, надо указать нижний предел хХ и 
соответствующее значение уу, взятое среди корней уравнения Р (хи, У} = 
==0. Вот некоторые наиболее важные общие свойства этих интегра- 
лов. Если мы переходим из точки ху в какую-нибуль точку х всеми 
возможными путями, то все значения интеграла / содержатся в одной 
из формул: 

то тю... тю, (Е—1,2, .. +) п), (38) 
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где /., /›, -.., /„-— значения интеграла, соответствующие некоторым’ 
определенным путям, т, то, ..-у т, — произвольные целые числа,,. 
9, ®,, ..., ©, — периоды. Эти периоды — двух родов. Одни проис-- 


ходят от петель, описываемых вокруг полюсов функции А(х, у); они: 
называются полярными периодами. Другие происходят от замкнутых 
контуров, называемых циклами, окружающих несколько критических 
точек; они называются диклическими периодами. Число различных. 
циклических периодов зависит только от рассматриваемого алгебраиче- 
ского соотношения Р(х, у) =0; оно равно 2р, где р— род соответ- 
ствующей кривой ($ 333). Напротив, число полярных периодов может` 
быть произвольным. С точки зрения особенностей, различают три класса 
абелевых интегралов. Интегралами первого вида называются те абелевы“ 
интегралы, которые остаются конечными в области всякого значения 
переменного Хх; если их модуль неограниченно возрастает, то это мо- 
жет быть только от прибавления бесконечного множества периодов. 
Интегралами второго вида называются интегралы, имеющие две лога- 
рифмических особых точки. Всякий абелев интеграл есть сумма инте-- 
гралов трех видов, и число различных интегралов первого вида равно 
роду алгебраического соотношения Р(х, у} =0. 

Изучение этих интегралов выполняется весьма просто при помощи 
плоских поверхностей со многими листами, называемых римановыми: 
поверхностями. Мы не будем здесь им заниматься. Мы дадим только, 
вследствие его большой простоты, доказательство основного предложе- 
ния, открытого Абелем. 

359. Теорема Абеля. Чтобы выразить проще эту теорему, рассмотрим 
плоскую кривую С, представляемую уравнением Ё(х, у} = 0; пусть бу-. 
дет Ф(х, у} уравнение другой алгебраической плоской кривой С!. Эти 
две кривые имеют М общих точек: 


(х. , 1), (х.› , У), ...) (Хх , Ук} 


число А равно произведению степеней этих двух кривых. Пусть будет 
Ю(х, у) рациональная функция; рассмотрим следующую сумму: 


м му 


1=У | вом», (39) 
1=1 Хо У 

РО 
где | Ю (х, у) 4х обозначает абелев интеграл, взятый от постоянной 

Хо, Ус 
точки х5 до точки х, вдоль некоторого пути, который приводит для у: 
от начального значения У, к конечному значению у,, причем для всех. 
интегралов начальное значение уу переменного у одно и то же. Очевидно,. 
что сумма / определена только до периода, как и каждый интеграл,. 
в нее входящий. Предположим теперь, что некоторые из коэфициентов. 
2, а,, ..., а, многочлена Ф (х, у) изменяются. Если эти коэфициенты 
изменяются непрерывно, то точки х, также изменяются непрерывно; 
если ни одна из точек не проходит через точки разрыва интеграла: 


[ве у} 4х, то сумма / изменяется так же непрерывно, если только брать. 
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непрерывное изменение каждого из входящих в нее интегралов вдоль 
ятути, описываемого соответствующим ‚верхним. пределом. Следовательно, 
сумма / есть функция параметров ат, а, ..., @,, аналитический вид 
жоторых мы, сейчас найдем. 
Обозначим, вообще, через 8У полный диференциал от какой-нибудь 
Функции И относительно переменных 21, а., ..., а,: 
Зи й Зи 
У а. 2 ... Та, да,. 
По формуле (39) мы имеем: 


м 
81 = УК, У)8х,. 
1=1 
Из соотношений Р(х,, у) ==0, Ф с о получаем: 
9Р 92 
3х, у Зу=0, > а би а0,—0, 


и следовательно, 8х, == (х,, у,) и где м у,) есть рациональная 
функция от х,, у, а, а, ..., а, и Ф, обозначает Ф(х,, у,). Сле- 
довательно, мы имеем: 
1=М 
81 =У® (чу) ФО, ул Ф,. 


1=1 


Коэфициент при 8а, в правой части есть симметрическая фрациональ- 
ная функция координат № точек (х,, у;) пересечения кривых С, С!, из 
‘теории исключения известно, что это есть рациональная функция ко- 
эфициентов многочленов Р(х, у) и Ф(х, У) и, следовательно, рацио- 
нальная функция от а, а,, ::., а,. Очевидно, что то же имеет 
место и по отношению к коэфициентам при да, ..., Ваь, И мы по- 
_ лучим Г, интегрируя полный диференциал: 


[== | п1ба, + п.да, | п,За,, 


гдет,, п,,..., п, — рациональные функции переменных а, а,,..., 4». 
"Но интегрирование не может ввести других трансцендентных функций, 
кроме логарифмов. Следовательно, сумма / равна рациональной функ- 
ции коэфициентов а, а,, ..., а,, сложенной с суммою логарифмов 
от рациональных функций тех же коэфициентов, причем каждый 
из этих логарифмов умножен на постоянный множитель*. Таково, 
8 его самом общем виде, содержание теоремы Абеля. Геометрически 
ее можно выразить следующим образом: сумма значений любого абе- 
лева интеграла, взятых от общей начальной точки до № точек 
пересечения данной кривой с переменною кривой Ф(х, у} степени т, 
равна рациональной функции коэфициентов многочлена Ф(х, У), 
сложенной с конечным числом логарифмов от рациональных функций 


См., например. мою статью „бит ГибртаНоп @4ез ЧН ётепНеЦез 1юба!ез гаНолпе!ез“, (Мои- 
вецез Аппецез 4е Маётандиех, 5-я 'серня, т. П, 1923). 
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тех же коэфициентов, причем каждый из логарифмов умножен на 
постоянный множитель. 

В этой второй форме теорема ‘кажется на первый взгляд более 
поразительною, но в приложениях всегда приходится обращаться мыслью 
к ее аналитической форме, чтобы вычислить“ непрерывное измене- 
ние суммы /, соответствующее непрерывному изменению параметров 
а, а, ..., а,. Теорема имеет вполне точный смысл только в том 
случае, если приняты во внимание, пути, описываемые Л точками 
1, Хх, ..., Хм На плоскости переменного х. у 

Предложение Абеля делается замечательно простым, если интеграл / — 
первого вида. В самом деле, если бы п,, п., ..., п, не были тожде- 
ственно, равны нулю, то можно было бы найти систему значений 


а =а,', ..., а = при которых Г обращалось бы в бесконечность. 
Пусть будут (х’, у”, ..., (Хм, Ум) точки пересечения кривой Сс 
кривою С’, соответствующею значениям а;',..., @,„ параметров. 
Интеграл | 
лу 
Ю (х, у) ах 
№, У 


возрастал бы неограниченно, если бы верхний предел стремился к одной 
из точек (х/, у/), что невозможно, так как интеграл — первого вида. 
Следовательно, 6/==0, и если а, а,,.:., а, изменяются непрерывно, 
Г остается постоянным; в этом случае теорема Абеля может быть вы- 
ражена следующим образом: 

Пусть будут даны постоянная кривая С и переменная кривая С! 
степени т; сумма приращений абелева интеграла первого вида, от- 
несенного к кривой С, вдоль непрерывных линий, описываемых точ- 
ками пересечений С с С', равна нулю. 


Примечание. Мы предполагаем, что степень кривой С’ остается посто- 
янною и равною т. Если при некоторых частных значениях коэфициентов 
а, аз .., ак эта степень понижается, то некоторые из точек пересечения кривых 
С’и С должны рассматриваться как бесконечно удалейные, и их надо принимать 
во внимание в приложении теоремы. Приведем еще следующее, почти . очевид- 
ное замечание; что если некоторые из точек пересечения кривых Си С’ посто- 
янны, то. нет надобнаста вводить в сумму Г соответствующие интегралы. 


360. Приложение к ультраэллиптическим иитегралам. Приложения 
теоремы Абеля в анализе и геометрии многочисленны и важны. Мы 
вычислим 9/ в раскрытом виде в случае ультраэллиптических интегра- 
лов. Рассмотрим алгебраическое соотношение: 


у? = (х) == Аох?Р+ 2-1 Аха... А а, (40) 


тде многочлен ..А (х) — первый ‹со своею производною; мы предполо- 
жим, что А, может быть равно нулю; что А’, и А, не равны нулю 
одновременно, так что ‘степень многочлена: Ю(х) равна 2р--1 или 
2р--2. Пусть будет О(х) какой-нибудь многочлен. степени 9; возьмем 
за начальную точку значение ху переменного х, не обращающее в 
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нуль многочлена А (х); пусть будет у, корень уравнения у? == А (хь). 
Положим 


© (х) ах 


ху 
9 (х, У) = | Ук’ 


%, Ус 


где интеграл взят вдоль пути, соединяющего точку ху с точкою х, а 
у обозначает конечное значение корня У Ю(х), когда мы выходим из 
точки ху с значением у›. Чтобы исследовать систему точек ‘пересече- 
ния кривой С, представляемой уравнением (40), с другою алгебраиче- 
скою кривою С’, очевидно, можно заменить в уравнении этой послед- 
ней кривой четные степени от у, например у*’, через [Ю (х)]", а не- 
четные степени у?’+1 — через у[А (х)|”. Сделав эти подстановки, мы 
получим уравнение, содержащее у только в первой степени, и можно 
предположить, что уравнение кривой С’ имеет вид: 


у$(х) —/(х) =0, (41) 


где /(х) и $(х) — взаимно-простые многочлены степеней Хи и; пред- 
положим, что некоторые из их коэфициентов переменны. Абсциссы 
точек пересечения- кривых С и С’ суть корни уравнения степени №: 


ф (2) = А (х) 9? (х)—Л (<) =0. (42) 


При некоторых частных системах значений переменных коэфициентов 
многочленов / (хр и ф(х) степень уравнения ф(х) = 0 может быть ни- 
же, чем №; в этом случае некоторые из точек пересечения суть беско- 
нечно удаленные точки, но соответствующие им интегралы должны быть 
введены в изучаемую нами сумму. Всякому корню х, уравнения (42} 


1 (х!) 


соответствует значение у, именно 7—4») Рассмотрим сумму 
1 
М м д, У 
© (х) х 
1= У‘э(х,, у,) = | =; 
> > } Увы 
Ло, Ув 


мы имеем: 


#1 — м9 (х) 8х, =У @ (х,) $(х,) 2х, 
—Ув(х) = 1х) 
так как конечное значение корня в точке Хх должно быть равна У; » 
1%) 


* В 


т. е. С другой стороны, из уравнения Ф (х,/)==0 получаем: 


ф' (х.) 8 ы: =2ю (%) 3 (*) 8$,— 27 (х}) 9/,= 0%, 


и следовательно, 


—  (^,) $ (х). 21(хл 8/, —2Ю (х)) 3 (<) О, 
"— у 7) У 


* Через 69; и 6/; здесь обозначены диференциалы функций $ и / при постоянном значении 
Х=Хр и пи перемеиных коэфициентах. (Ред.) 
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или, принимая во внимание самое уравнение (42): 


1=1 $ р 


Вычислим, например, коэфициент при 8а, в Г, где а, обозначает пе- 
ременный коэфициент при х” в многочлене 2. Так как ба, не вхо- 
дит в 649, и имеет множитель х® в 8}, то искомый коэфициент при 
да, равен 


81 = 29606 29 (: 29) ( (ч.9, —18%. (43) 


у 20 (х) $ (<) 2! _ ут п (%) 
1—1 У) — (хр ф' (х) (х)’ 
где п(х) = 0 (х) %(х)х”. Предыдущую сумму нужно распространить 


на все корни уравнения Фф(х) =0; это — симметрическая и рациональ- 
ная функция этих корней, и следовательно, рациональная функция 


коэфициентов многочленов /(х) и $(х). Вычисление можно упростит, 
заметив, что р. 2 равно сумме вычетов рациональной функции ре. 


относительно № оО ов Хх, х., ..., Ху, лежащих на конечном рас- 
стоянии. На основании общего предложения ($ 303), эта сумма равна 
также вычету относительно бесконечно удаленной точки, взятому с 
обратным знаком. Следовательно, мы получим коэфициент при да, про- 
стым делением. 

Нетрудно проверить, что если интеграл х(х, у) — первого вида, то 
этот коэфициент равен нулю. По предположению мы имеем 4=р— 1; 
степень многочлена п(х) равна а-- д-- А, следовательно, 


аи «ЕАН 1. 


Степень многочлена $(х) есть №. Если нельзя сделать приведение 
высших членов многочленов А (х) 9? (х} и 1?(х), то 


= М, р-ты = М, 
Аир 1 = М, 


и, тем более, так как # =), 


вирт = М 


Если бы в результате приведения два высших члена сокращались, 


то было бы 
ВНР Е 


но так как член @а,х***, вообще, в Фф(х) не исчезает, то было бы 
АР А=М, и мы получили бы прежнее неравенство. Отсюда следует, 


что всегда 
аа =мМ-— 


Следовательно, вычет рациональной фунции 


откуда 


п (х) 
$ (х) 


нечно удаленной точки равен нулю, так как разложение. этой функции 


относительно беско- 
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1. р 
начинается с члена с =; или с члена более высокой степени. Точно 
так же мы найдем, что если степень многочлена @(х} равна р—1 
или ниже, то коэфициент при 66, в 81 равен нулю, где 6, есть один 
из переменных коэфициентов многочлена ф(х!. Эти результаты вполне со- 
гласуются с общею теодриею. Возьмем, например, $ (х) =1 и положим 


Их) == Аз хР+1 + арх -- а, _„хР-1-|-... Нах а, 
где 4%, @:, ..., а, суть р + 1 переменных коэфициентов. Кривые 
У=Ю(х), у=Их) 


пересекаются в 20-1 переменных точках, и сумма значений интегра+ 
ла 9(х, у), взятых от общей начальной точки до этих 2р +1 точек 
пересечения, есть алёгебраическо-логарифмическая функция коэфициен- 
тов м, а, ..., а,. Но можно взять эти р--1 коэфициентов таким 
образом, чтобы р--1 точек пересечения были любыми. заданными точ- 
ками кривой у?=Ю(х); тогда координаты остальных р точек будут 
алгебраическими. функциями координат р--1 данных точек. Следова- 
тельно, сумма р интегралов 


9 (м1, У) о(х,, У.) Ро (ра › Ур+1 


взятых от общей начальной точки’до р-Р1 произвольных. точек, рав- 
на сумме р интегралов, пределы которых суть алгебраические функции 
координат 


(1 , У), ...’ (+1 ) Ур+а), 


сложенной с алгебраическо-логарифмическими выражениями. Ясно, что 
последовательными приведениями можно распространить это предложе- 
ние на сумму м интегралов, где т — любое целое число, большее, 
чем р. В частности, сумму любого числа интегралов первого вида можно 
привести к сумме только р интегралов. Это свойство, распространяю- 
щееся на самые общие абелевы интегралы первого вида, составляет 
теорему сложения этих интегралов. 


В случае эллиптических интегралов первого вида из теоремы Абеля можно 
непосредственно получить теорему сложения для функции юий. Рассмотрим нор- 
мальную кривую третьего пюрядка 


Я—=43—вх— в; 


пусть будут М, (жи, 5), Ма(ха, уз), Мз(хз, уз) точки пересечения этой кривой 
с некоторою прямою О. По общей теореме сумма ° 


м Аз, Уз Хз, Уз 
ах ах ах 
ЫЪЗ——щЩ Ь——_—“ + . —_—_—_—_ 
48 —— д | У4— в — 8 . И 48 — вх— в 
со со | © 


равна периоду, так как точки М,, Мь, М. обращаются в бесконечно удаленные 
точки, если прямая О сама делается бесконечно удаленною прямою. Но если мы 
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воспользуемся. параметрическим представлением х=фи, у=ю’и для кривой 
третьего порядка, то параметр и как раз равен интегралу 
ху 
` ах 


} И фа 
[© <) 


и предыдущая формула выражает, что сумма аргументов #1, из, из, соответ- 
ствующих точкам М, Му, М3, равна периоду. Выше мы видели, что это со- 
отношение равносильио формуле сложения для функции юи ($ 331). ^ . 

361. Распространение формулы Лагранжа. Общая теорема о неявных функ- 
циях, определяемых системою совместных ураввений (т. №, 6 185). распростра- 
ияется также на комплексные переменные, если при этом сохраняются остальные: 
условия теоремы. Рассмотрим, например, два совместных ураввения 


Р(х, у=х-—а—а{(х, у=0 Ох у=уфЬ—(х, У=0, (44) 


где хи у — комплексные переменные, а Х(х, у), $ (х, у) — функции этих пере- 
менных, голоморфные вблизи системы значений х=а, у=ё. При а-=0, 8 — 0 
а О(Р, ©) 
уравнения (44) имеют систему решений. х = а, у==ё, и определитель Ре» 

Ю 
равен единице, Следовательно, по общей теореме, уравнения (44) имеют систему- 
решений, и притом только одиу, стремящихся соответственно к аи 8, когда ® 
и В стремятся к нулю, и эти решения суть голоморфные функции’от а и 8. 
и первый распространил на эту систему уравиений формулу Лагранжа 
$ 302). 

Предположим для определенности, что из точек а и & соответственно в пло- 
скостях переменных х й у описаны две окружности С и С’ настолько малыми 
радиусами г и г’ чтобы функции Х(х, у), ®(х, у) были голоморфны, когда х м. 
у остаются внутри или на самих этих окружностях. Пусть будут М и М’ наи- 
большие значения модулей | {(х, у)| и |®(х, у)| в этой области. Предположим 
сверх того, что постоянные я и 8 удовлетворяют условиям 


Мак МИ < и. 


Дадим переменному х какое-нибудь значение, лежащее внутри или на самой 
окружности С; уравнение 0(х, у) =0 имеет внутри С’ только одно решение 
для у, так как аргумент количества у—6 — №(х, у} возрастает на 2, когда у" 
описывает С’ в прямом направлении ($ 300). Этот корень у; ==$(х) есть функции. 
от х, голоморфная в круге С. Если мы заменим в Р(х, у} переменное у этим 
корнем у;,, то получим уравнение х— а --а{(х,, у) =0, которое, по тем же 
основаниям, как выше, имеет один и только один корень внутри С, 

Пусть будет х=ё этот корень, и п — соответствующее значение перемен- 
вого у, п-=$(#). Обобщенная формула Лагранжа дает разложение по степеням 
количеств а и }В всякой функции Р (6, т), голоморфной в определенной выше 
области. . 

Рассмотрим двойной интеграл 


— Вы У) ау 
— | их | Р(х У О(х, у)° (45} 
с с’ 


Если х есть какая-нибудь точка окружности С, то Р(х, У) не может обращаться 
в нуль ни при каком значении переменного у, лежащем внутри С’, так как 
аргумент количества х— а — а} (х, у) непременно возвращается к своему началь- 
ному значению, когда у описывает С’. Следовательно, единственный полюс под- 
интегральной функции, рассматриваемой как функция только одного перемен- 
ного у, есть полюс у==у,‚, определяемый корнем уравнения @(х, у) =0, соот- 
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ветствующим значению переменного х, лежащему на окружности С; поэтому 
‘после первого интегрироваиия мы имеем: 


Е(х, 4 о Е, 5) 

Р(х, у).0 (х У) р 80 
с (а, м) 9) 
4 


Правая часть, где у, заменено определенною выше голоморфною функциею 
-$ (х), имеет в свою очередь единственный полюс первого порядка, лежащий 
внутри С, имеино, точку х=ё, которому соответствует значение у, =; не- 
-трудно найти, что соответствующий вычет равен: 


282 (& 1) 
[2 9] 
В (х, у) | х=: 
у=т 
Следовательно, двойной иитеграл Г равен 
Е(, т) 
1— — 4. 
[ее 
В(х, у) 1х= 
У=т 
С другой стороны, выражение 50 можио разложить в равномерно сходя- 
`щийся ряд: 
1 ати утут 


ав) 24а" +е 
«отсюда имеем; 
[== У Лилатл, 


— Р(х, у) Ух, ут [6 (хе, ут а 
Утя — | | Е У. 
С: 


‘где 


Этот интеграл уже был вычислен ($ 351), и мы нашли, что он равен 
—__ 4 дать [Е (а, 6)ут(а, 6) ви (а, 6) 
т п! дат Э6л | 


Сравнивая между собою оба выражения интеграла [, мы получим искомую 
‘формулу, представляющую очевидную аналогию с формулою (50) ($ 302); 


А, атвтдт+т [Р (а, 6) {т (а, 6) г” (а, 8] 
[рен ты 69 
(хх, у) 1х= 


У=т 


Можно было бы получить также вторую формулу, аналогичную формуле (51) 
'{$ 302), полагая 
Б(Р, 9) 


РУ, 


но коэфициенты этой второй формулы не так просты, как в случае одного 
переменного. 
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УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Доказать, чло всякую алгебраическую кривую С„ порядка п и рода р 
можно привести бирациональным преобразованием к кривой порядка р-| 2. 
[Можно поступать, как в $ 333, пересекая данную кривую пучком кривых 
п(п— 1 а 
С„-э, проходящих через п 9 -з точек кривой С„, среди которых есть 
("п—П(и— 2) й 
—— о р ве двойиых точек, и полагая 


если уравнение пучка имеет вид: ©, (х, у) + А 95 (х, у) вез (х, У) =0.] 

2. Вывести из предыдущего упражиения, что координаты точек кривой 
рода два можно выразить через рациональные функции параметра # и кория 
квадратного из многочлена Ю(Ё} пятой или шестой степени, первого со своею 
производною. 

[Можно сначала показать, что точки кривой взаимно однозначно соответ- 
ствуют точкам кривой четвертого порядка, имеющей двойную точку.] 

3*. Пусть будет у=оих -- в? -... разложение в целый ряд алгебраиче- 
ской функции, корня уравнения Р(х, у) =0, где Р(х, у) есть многочлен с це- 
лыми коэфициентами, причем точка с координатами х—0, у—0 есть простая 
точка кривой, представляемой уравнением Ах, у)==0, с касательною, не парал- 
лельною оси Оу. Все коэфициенты в: , а», ... суть дроби, и достаточно изменить 
хв Кх, где К — надлежащее целое число, чтобы все эти коэфициенты сделались 
хелыми числами. 


[Эйзенштейн (Е1зелет).] 


[Заметим, что достаточно сделать преобразование вида х= Ах’, у=йу’, 
чтобы коэфициент при у’ в левой части нового уравцения был равен единице, 
а все остальные коэфициенты были целымн числами.] 


ДОПОЛНЕНИЕ. 


О ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ *. 


Основная теорема Вейерштрасса ($ 290) послужила источником многочислен- 
мых работ о последовательностях аналитических функций; мы укажем зд>сь не- 
которые из наиболее важных результатов, полученных по этому поводу. Как 
уже было замечено в общем случае (т. 1, $ 15), изучение последовательностей 
аналитических функций и рядов, все члены которых суть аналитические функцин, 
представляет две эквивалентные задачи. В дальнейшем при высказывании теорем, 
по преимуществу, будет итти речь о функциональных последовательзостях, но 
не составит ни малейшего труда высказать их и для рядов. 

1. Общие положения. Области О, о которых будет итти речь в этом До- 
полнении, мы будём предполагать расположенными на конечном расстоянии и 
ограниченными одной или несколькими замкнутыми кривыми **, друг друга не 
пересекающими, причем одна из этих кривых заключает внутри себя все осталь- 
ные. Подобная область является связной, т. е. две любые ее точки можно связать 
‚непрерывной линией (например ломаной), целиком расположенной в этой обла- 
сти. Если О ограничена только одной замкнутой кривой, то две непрерывные 
линии, связывающие любые две точки А и В области О, могут быть переведены 
одна в другую при посредстве непрерывной деформации, не выходя за пределы 
этой области, которую называют в этом случае односвязной. 

Это обстоятельство не имеет места в случае ($ 281), если область О ограни- 
чена какой-либо замкнутой кривой С и одной или несколькими замкнутыми кри- 
выми С’, С”,..., внутренними по отиошению к С. Эта область в таком случае 
называется многосвязной. 

Отметим еще следующие свойства, которые можно было бы принять за опре- 
деление областей более общего вида, чем те, которые мы здесь рассматриваем. 
Если точка М плоскости расположена внутри какой-либо области Ш) того вида, 


*% Перечень латературных источников: 

А. — 5 (е1 ЕЁ} ез, Кесцегснез зит 1ез НасНопз сопИпиез, Аяяа!ех 4е Тошоизе, т. УИЬ 1894; 
Соттезропдапсе 4’Негтйе её де Зе ез, т. П, стр. 368, письма № 399 и 409. 

В. — У{фать, борга 1е веце 91 шпзюп{ апаНИсне, Юенажопн 4е Ю. Г. ГотьЬагао, 2-я серия, 
т. ХХХУЬ 1903, стр. 772; Аппай 4 теетанса, 3-я серия, т. Х, 1904, стр. 73. 

С. — Втазсвке, Еше Егуецегипв Чез бамез уоп УНаН @Ъег Ео|веп апа!уНзсНнег Еипкопел, 
Ветеие че Мат#,-Рпуяк. С1аузе Заспяспеп СезеИзспа аег №155. ги Гарая, т. ЕХУИ, 1915, 

‚ стр. 194—200. . 

Г. — Оз(томзкь Обег уоИз&паше деве зесниазаеег Копуегоепт уоп Ро!хеп апа!у{- 
зспег РипкНопеп, АБблап@ипаеп аиз 4ет Мат. $еттаг аег НатьЬигеснеп Оптюегяши, ва. 1, 
Н. 3—4. = 

Е. — Сага ибодоту ци. Гапааи, Вегасе гиг Копуегоепх уоп ЕиокНопеоо!еп, $й- 
аипазбейее 4ег К. Рхеизу5сйеп Акад. 4ег \зепхспайеп, 1911, стр. 587—613. 

Р. — МопЕе!, $иг [ез ТапиШез 4е юпсИоп8 апа!уНаиез чи! адтецепЕ 4ез уаецгз ехсерНоп- 
пеЦез 4апз ип Чотате, Анна{ез ае ГЕсойе Могтще, 1912, стр. 599. 

С. — Мопе1, биг 1е5 {атШез ца потта!ез Че ГопсНоп$ НоотогрНез, Мётойез 4е ГАса- 
аепце ае ВхихеЦеу, 2-я серия, т. У1, 1921, стр. 1. 


Н. —- Мопее1, Зиг Па гергбзегаНоп сопгте, /оптной 4е Ма етанциеху, 7-я серия, т. Ш, 
1917, стр. 25. 


1. — МопЕет, Гесопз зиг 1ез зёпез Че роупошез, Райз, СаиИиег-УИатз, 1910. В частности, 
см. гл. Г, стр. 16 и гл. У, стр. 108—196. 

#* Для определенности мы предположим еще, что каждая из этих кривых состоит из конеч- 
ного числа простых дуг. хотя эта гипотеза и не является необходимой при рассуждениях. Про- 


стая дуга представляется двумя уравнениями х = / (0), у = & (В, где Х(В и #(!) — непрерывные функ- 
цин, так же как и Л(5, 2" (1. 
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какой мы только что определили, то и всякий круг с центром М н радиусом 2 
расположен всеми своими точками внутри О при условии, что р достаточно мало, 
Напротив, если точка М является внешней по отношению к области, т. е. не 
принадлежит ни самой области, ни какой-либо из ограничивающих ее кривых, то 
и всякий круг с центром М и радиусом р целиком оказывается вне О, также 
нри достаточно малом р. Наконец, если точка М расположена на одной из кри- 
вых, ограничивающих Ш, то всякий круг с центром М, как бы мал ви был его 
радиус, содержит точки внутренние по отношению к и точки внешние. Сле- 
дует еще различать случаи, когда точки границы рассматриваются как принадле- 
жащие к области или — как ие принадлежащие. В первом случае область назы- 
вается замкнутой, во втором — открытой. Всякое свойство, относящееся ко. 
всем точкам какой-либо замкнутой области, очевидно, относится и ко всем точ- 
кам открытой области, но обратное утверждение не всегда справедливо. 
Примером открытой области может служить множество точек, для которых 
|#|< Ю, в то время как множество точек, обладающих тем свойством, что 


12| <= Ю, представляет замкнутую область... 

Пусть О’ — какая-либо замкнутая область, внутренняя по отношению к дан- 
пой области О. В таком случае можно описать в этой области Д конечное число 
кругов, внутренних к Д, и Таких, что любая точка области О’ будет лежать вну- 
три по меньшей мере одного из этих кругов. В самом деле, пусть 8 есть наи- 
меньшее расстояние точек границы области Р до точек границы О’. Вообразим 


=. и пусть № означает число тех 
из них, которые целиком или частично содержатся внутри О’. Выберем в каждом 
из этих квадратов точку, внутреннюю к О", и вокруг каждой из выбранных точек 
опишем круг радиуса 8. Все эти круги расположены внутри 0, и каждый из них 
содержит соответствующий квадрат, в котором находится его центр. Отсюда ясно, 
что любая точка области О’ и ее границы содержится по меньшей мере в одном 
из названных кругов. 

Заметим еше, что, если какая-либо последовательность функций сходится 
равномерно в п областях Р., 0.,..., О, она должна также сходиться равно- 
мерно и в области О, составленной из всех точек, принадлежащих по меньшей 
мере одной из этих областей. ° 

2. Теорема Вейерштрасса. Сперва мы восстановим доказательство этой тео- 
ремы ($ 290) с целью расширить ее в некоторых отношениях. Очевидно, она может 
быть высказана следующим образом: 

Всякая последовательность голоморфных функций, сходящаяся равно- 
мерно в любой области ПО’, внутренней по отношению к банной области ПО, 


имеет пределом функцию Е(2), голоморфную в 2, и производная ре (2) при 
неограниченном возрастании п стремится, каково бы ни было р, к производ- 
ной Е®) (2). 

Это предложение легко можно расширить, показав, что лоследовательность 
производных порядка р от членов данной последовательности сходится рав- 
номерно в любой области О’, внутренней к 2. : 

Действительно, если дана какая-либо область О’, внутренняя к О, то можно, 
и притом бесконечным множеством способов, найти другую область 0”, внутрен- 
нюю к Д и заключающую в себе Ш’. Пусть С” есть граница О” и $ — кратчай- 
шее расстояние между точками С” и точками границы С’ области 0’. В точке х, 
внутренней к О’, имеем: 


подрода 
м (2 __ х)* 
> 


на плоскости сетку из квадратов со сторонами 


Так как кривая С” содержится в области 0, разность Р (2) — }.(2) стремится 
к нулю равномерно вдоль этой кривой, н потому можно найти такое целое число 
№, что для всех значений л = М в каждой точке кривой С” выполняется нера- 
венство: 


Е (2) — Хи (2) | < =. 
17% 


260 ДОПОЛНЕНИЕ 


С другой стороны, вдоль С” имеем: |2— х! >> 6. Следовательно, обозначая 
через /. длину кривой С”, находим при всяком п =М: 
2! 1 
=Р+1* 


|2 (©) — ХР (|< 


откуда и вытекает справедливость высказанного утверждепия. 
Нетрудно сообразить, что единственно необходимым в предшествующем до- 

казательстве является предположение о равномерной сходимости на контуре инте- 

грации, и потому теорема может быть высказана в еще более общем виде: 

| Если последовательность функций 


Л (2) №(2) -.., р @..., (1) 


голоморфных в данной области О, сходится равномерно вдоль каксй-либо 
замкнутой кривой С’, внутренней к О, то эта последовательность сходится 
также и в области ГУ, внутренней по отношению к С’, и ее предел есть 
функция, гзоломорфная в названной области. 

Теперь мы обратимся к исследованию одного еще более общего случая. 
Пусть }(2) — функция, голоморфная в данной области О, которую мы для опре- 
деленности предположим ограниченной только одной замкнутой кривой С. Рас- 
смотрим некоторую определенную точку 2 кривой С и какую-либо соседнюю 
© ней точку х области О. Когда точка х приближается каким Угодно способом 
к 2, оставаясь в области О, то может случиться, что }(х) нли не стремится вн 
к какому пределу, или имеет конечный предел. Еслн в каждой точке 2 контура 
С существует предел }(х), то этот предел есть функция положения 2 на С, ко- 
торое мы обозначим его криволинейной абсциссой $, отсчитываемой, например, 
в прямом направлении от какого-либо выбранного начала. Названный предел 
в таком случае оказывается некоторой функцией 2(5), заданной в каждой точке 
контура С и притом периодической. В случае если эта функция 2(5$) перемен- 
ного $, в свою очередь, непрерывна, то мы скажем, что }(2) непрерывна на кон- 
туре С. Теперь предположим, что функции последовательности (1} голоморфны 
в односвязной области О, ограниченной замкнутой кривой С, и принимают вдоль 
С значения, образующие некоторую новую последовательность непрерывных 
функций от $5: 


& (5), 8 (5), ..., 2и($),... (2) 


Мы не ‘делаем никакого предположения по поводу существования фуикций 
(><) в области, внешней к контуру С, который может оказаться для иекоторых 
из этих функций, и.лаже для всех, естественной границей. 

Если последовательность (2) равномерно сходится на С, то последова- 
тельность (1) должна сходиться равномерно во всей области 0, включая и 
ве гпаницу. 

В самом деле, предположим, что мы имеем: 


| Зт+р($)1— 5 (8) | <= 


в каждой точке контура С, при условии, что п— М. Если х — произвольная 
точка области 0), то, как известно, модуль голоморфной функции 2... р (х) — 2. (х) 
остается меньшим максимального значения ее модуля на границе О ($ 286). 
Следовательно, и в каждой точке области О будем иметь: 


| 1+р(Х) — 8 (х) |<ь, 
начиная с 2 М, 

Высказанное предложение есть непосредственное следствие только что напн- 
<санных неравенств. Отсюда следует, что предел Ё(х) последовательности {и (х) 
есть голоморфная функция от х в областн О и что, сверх того, предел функции 
Р(х), когда х стремится к какой-либо точке контура С с абсциссой. $, равен 
пределу С (5) последовательности 2„($) в этой точке, ибо равномерная сходимость 
имеет место в замкнутой области О. Что же касается. последовательности, 
составленной из производных порядка р функций },(х), то можно лишь утвер- 
ждать, что она сходится равпомерно в любой области О’, внутренней к О. 
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3. Область равномерной сходимости. В случае, если функции },(2) суть. 
пелые функции от 2, всякая связная область, в которой последовательность 
(1) оказывается равномерно сходящейся, есть односвязная область. 

Пусть, в самом деле, С’— какая-либо замкнутая кривая, не имеющая двой- 
ных точек, расположенная в области О, где последовательность (1) оказывается 
равномерно сходящейся. В частности, эта последовательность сходится равно- 
мерно на самом контуре С’, и, поскольку функции },(2) голоморфны в области 
р’, внутренней к С’, то отсюда вытекает, что последовательность (1) является 
равномерно сходяшейся и в названной области 2’. Следовательно, невозможно, 
чтобы область равномерной сходимости последовательности целых функций со- 
стояла из части плоскости, ограниченной какой-либо замкнутою кривою С и од- 
ною или несколькими замкнутыми кривыми, внутренними по отношению к С. 

Если, в более общем случае, область равномерной сходимости последователь- 
ности голоморфных функций ограничена контуром С и одним или несколькими 
контурами, внутренними по отношению к С, то невозможно, чтобы все функции 
{+ (2) были голоморфны во всей области, внутренней к С. Например, если область 
равномерной сходимости есть круговое кольцо, ограниченное двумя концентри- 
ческими окружностями си С радиусов ги А ("< Ю), то невозможно, чтобы все 
функции /,(2) были голоморфны внутри с. Если Е (2) есть функция, голоморф- 
ная в этой области, с особыми точками, расположенными внутри с, то ее можно. 
будет представить как сумму равномерно сходящегося ряда не иначе, как в том 
случае, если среди членов этого ряда присутствуют функции, также допускаю- 
щие особые точки внутри контура с. В частности, это имеет место для ряда 
Лорана, который можно записать таким образом, чтобы каждый его член имел 
полюс в центре обоих кругов. 

Мы имели примеры рядов, члены которых суть рациональные функции и 
которые равномерно сходились в разделенных областях ($ 289). Легко построить. 
ряды целых функций, обладающие тем же свойством. Рассмотрим, например, 
степенной ряд а,-- а,2 {-... + аи2" + ... с радиусом сходимости и, меньшим +/, - 
Если положить 2 == (1 — х), то область сходимости преобразованного ряда бу- 
дет состоять из двух раздельных областей, ограничениых двумя овалами лемни- 
скаты. 

4. Теорема Стильтьеса. Ядро равномерной сходимости. В дальнейшем 
мы займемся изучением ограниченных последовательностей голоморфиых функ- 
ций. Для краткости мы условимся говорить, что последовательность функций }, (2), 
голоморфных в данной области 2), ограничена в этой области, если существует 
число М, не зависящее отё и от м, такое, что неравенство |{„ (2) < М справед- 
ливо, каково бы ни было п, в каждой точке 2, внутренней к О. Условимся так- 
же говорить, что последовательность функций, голоморфных в О, имеет в этой 
области ядро равномерной сходимости, если существует область А, внутренияя 
по отношению к 0), в которой эта последовательность равномерно сходится. 

Теорема Вейерштрасса была обобщена Стильтьесом [А], доказавшим следую- 
щее предложение: 

Всякая ограниченная последовательность функций, голомогфных в дан- 
ной облагти О, допускающая в названной области ядро равномерной сходи- 
мости, сходится равномерно в любой области Г’ внутренней по отноше- 
нию к О. 

Пусть х. — внутренняя точка области А, представляющей ядро равномерной 
сходимости. Опишем из этой точки как из центра две окружности с и С радиу- 
сами, соответственно, равными ги А (г<х Ю), так, чтобы с оказалась внутри А, а 
С — внутри ШО. По предположению, последовательность (1) лолжна сходиться рав- 
номерно в области А, и потому /,(х) имеет своим пределом функцию Е(^), го- 
ломорфную в этой области. 

Пусть 


Ди (х) =а® + а") (х—ху-+... а (х—-хоР+..., 
Е (®) = с + (хх)... Е (хх — хР- ... 


— разложения в ряд Тейлора этнх двух функций в окрестности точки хз, из ко- 
торых первое сходится в круге С, а второе — как внутри круга с, так и на са- 
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мой окружиости. Применяя к разпости Р(х)—{,(х) классическую формулу 


$ 286, находим: 
ИО [ Е (2) — Г, (2), 
Ср — @р — 957, (е—р+1 42. 
с 


По условию разность Р(2) — },(2) стремится к нулю равномерно влоль кон- 
тура с, следовательно, иитеграл в правой части при неограниченно возрастающем 
л также стремится к нулю, и потому 


ср — Шт ар) (п-—0, 1 2,... ©). (3) 
п= 


С другой стороны, если М означаст верхнюю границу модуля фуикций Х, (2) 
в области О, имеем неравенство: 


т)! М 
р, (4) 


и следовательно, коэфициенты с,» удовлетворяют тем же неравенствам; 
М 
[= =, 4' 
] р = ЮР ( ) 


так что функция Р(2) должиа быть голоморфна в круге С, так же как и сами 
функции }, (2). Чтобы показать, что соотношение Р(х)=-Йту,(х) справелливо 
всюду внутри круга. рассмотрим круг С, радиуса р, внутренний и концентри- 
ческий к первому. `Мы покажем, что последовательность функций },(х) сходится 
равномерно в этой области к Р(х), и с этой целью иам достаточно будет пока- 
зать равномерную сходимость к нулю разности Р(х)— },(х) вдоль контура Су. 
Эта разность представляется разложением в ряд Тейлора: 


Ею — (®) = в — а (<. — а") (х — хо) |... (›‚— а) (хр 
- (сон — 200 1) (х— жра+ ... (5) 


Модуль суммы ряда, образованного всеми членами, начиная с того, который 
содержит (х — ль)Р+т1, на основании неравенств (3) и (4), остается меньшим, чем 


ор рр+? \ (2) В 
2м ет а =2М ( = 


- В 

Сперва выберем число р так, чтобы этот модуль был меньше, чем р где = 
есть найеред заланное положительное число, что возможно, потому что < ВЮ. 
Выбрав число р таким способом, обозначим через щ наибольший из модулей 


разностей с, — а, с, — 2("), 5.4, бр— а . Модуль многочлена, написанного 


в правой части формулы (11), оказывается меньшим, чем п (1 р ?--... + 27), 


И т»к как т стремится к нулю при неограниченном возрастании л, существует 
такое число №, что 


п... +2 М. 
Следовательно, для тех же значений п в каждой точке окружности С, будем 
иметь: 
в-—-Мм@!<ь 


откуда и заключаем о равномерной сходимости последовательности (1) на контуре 
и, следовательно, внутри круга Со. Очевидно, можно принять за ху любую точку 
внутри ядра сходимости А и за С, — любой круг с цеитром хь, ‘внутреиний к 0, 
потому что всегда можно иайти другой, концентрический с ним, круг большего 
радиуса, который, в свою очередь, был бы расположен внутри /2.. Итак, мы при- 
хедим к следующему выводу: 
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Последовательность (1) равномерно сходится в любом круге Сь, внут- 
реннем к О), с центром в любой точке ху, расположенной внутри А. у 

Следовательно, круг Сь, в свою очередь, оказывается ядром равномерной 
<ходимости последовательности (1), и, если из любой точки х:, внутренней к Сь, 
как из центра описаТь какой-либо круг С., внутренний к О), то последователь- 
ность (1) оказывается равномерно сходящейся и в этом новом круге. Какова бы 
ии была точка Х, внутренняя к О, очевидно, что после конечного числа опера- 
ций этого рода мы придем к кругу, содержащему в себе Х, в котором последо- 
вательность (1) должна сходиться равномерно (см.5 334). 

Итак, рассматриваемая последовательность сходится равномерно в лю- 
бом круге, расположенном внутри области О. 

усть теперь О’ — любая область, внутреиняя к О. Выше мы показали 
(п. 1), что можно найти конечное число кругов Си, Сэ, ..., Си» внутренних к О, 
и таких, что каждая тозка области О’ принадлежит го меньшей мере одному из 
этих кругов. Последовательность (1), будучи равномерно сходящейся в каждом 
из этих кругов, должна сходиться равномерно и в области О’. Можно заметить, 
что то же самое заключение остается в силе, если, вместо того чтобы предпола- 
гать последовательность (1) ограниченной во всей области О), предположить ее 
ограниченной лишь во всякой области, внутренней к О. 

Отсюда мы заключаем, что рассматриваемые последовательности обладают 
в области О всеми свойствами, вытекающими из теоремы Вейерштрасса. 

5. Теорема Витали. Результат Стильтьеса был значительно обобщен Вн- 
тали |В], которому принадлежит следующая важная теорема: 

Если ограниченная последовательность функций, голоморфных в неко- 
торой области О, сходится в бесконечном множестве точек, внутренних 
к 0, и если эти точки сходимости имеют по крайней мере одну предельную 
точку внутри ), то последовательность слодится равномерно во всякой 
области О’, внутренней к О*. 

Пусть ху — предельная точка множества точек сходимости, внутренняя к ДР, 
так что в круге произвольного радиуса с центром хь всегда существует беско- 
нечно много точек сходимости даиной последовательности. С другой стороны, 
рассмотрим круг С с центром ху радиуса Ю, внутренний к О, и пусть М озна- 
чает верхнюю границу модуля функций последовательности в области 2). Разло- 
жение в рял Тейлора любой из функций [,„ (л) 


— п п я х 
фах) = ах... ах жур ... 
является сходящимся в круге С, и потому справедливы неравенства (10), привв- 
денные выше. 
Существенный момент доказательства состоит в том, чтобы показать, что ко- 
эфициент а") имеет предел при неограничеином возрастании п, что было легко 


сделать в условиях теоремы Стильтьеса, но употребленный в этом случае метод 
доказательства оказывается здесь неприменимым. Пусть х — любая точка, внутрен- 
няя к О. Имеем: 


Фир(®) — Дик) = а" — ао 
++ [ар — 4") (х— [аи + — 4] (х—ж}+... 


Если модуль разности х — ху меньше, чем и, то модуль суммы ряда в ира- 
вой части, у которого отброшен постоянпый член, оказывается на основании 
неравенства (10) меньшим, чем 


2м [=(#) +... —2М 


Выберем число г таким образом, чтобы иметь: 


р 
Юю—/` 


= Приведенное здесь доказательство принадлежнт Эрнсту Линделёфу, ВиЦеёи 4е {а ос 
пететайцие, т. ХА, 1913, стр. 171. 


264 ДОПОЛНЕНИЕ 


где, = — произвольное положительное число. Мы видим, что если модуль разно- 
сти х— хь остается меньше числа ’, заданного таким способом, то, подавно, 
будем иметь: 


а | < |9 — 1.9 |+. 


По предположению, внутри круга радиуса /’, описанного вокруг точки хо; 
существует бесконечное множество точек сходимости данной последовательности.. 
Примем за х одну из этих точек сходимости. Тогда существует такое число №, 
что в выбранной точке х: 


ар) — | <>, 


коль скоро й—> М. Следовательно, для тех же самых значений п мы должны иметь? 
а | <, 


откуда следует (т. 1, $ 5), что а") имеет предел с, при неограниченном возра- 
стании п. 

Затем мы докажем рекуррентным способом, что то же самое справедливо в 

{ 

по отношению к остальным коэфициентам а"), ат), ... 

Предположим, что это свойство установлено для р первых коэфициентов: 

Чип а") = со, Им а”) =С, ..., НИ а ==ср-+. 
Чтобы показать, что коэфициент а") также имеет предел при неограниченио 


р СР 
возрастающем п, рассмотрим вспомогательную последовательность функций 


Фи (= а а | (к— ж)-... = 
— Ди) — 209 — а (х— ж)— ... — 2400 (и — хор 
(х — хр 


Эти функции, на основании неравенств (10), очевидно, голоморфны в круге С` 
и ограничены в любом концентрическом круге, внутреннем по отношению к С. 
Сверх того, эта последовательность допускает те же точки сходимости, что н 


лервоначальная. Действительно, еслн х есть точка сходимости первой последо- 
вательности, то многочлен 


п { - 
аа (хх) +... + ат (х— хр! 
сходится при неограниченном возрастанин л к пределу 
На (хх. ср-я (хх — ЖР-1. 


Ввиду этого последовательность функций $„(х) обладает теми же свойствами, что 


; 


н /,(х), и потому коэфициент а имеет предел с, при неограниченно возра- 
стающем п. Итак, вообще: | 


Пт ар’ = бр (р=0,1,2,... ©). 


Эти коэфициенты с, удовлетворяют к тому же неравенствам (4’), так что 
степенной ряд . 


Ех) = о а (х— м)... ер(х-— хор... 


оказывается сходящимся в круге С и представляет функцию, голоморфную в этом 
круге. Затем доказательство можно будет. довести до конца, как в предшествую- 
щем пункте, показав, что разность ^(х)—},(х) стремится к нулю равномерно 
в конпентрическом круге Со, внутреннем по отношению к С. Этот круг Си, сле- 
довательно, представляет ядро равномерной сходимости рассматриваемой после- 
‘довательности, и мы делаем отсюда то же самое заключение, что и ранее, т. е. 
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что данная последовательность есть равномерно сходящаяся в любой области С”, 
внутренней по отношению к О. Очевидно, можно было бы также заменить прел- 
положение, что данная последовательность ограничена в целой области О, более 
общим предположением, ‘что она ограничена в любой области, внутренней по 
отношению к ДО. 

Примечание. Из теоремы Витали также следует, что любая ограниченная 
последовательность функций, голоморфных в некоторой области 0), является равио- 
мерно сходяшейся в любой области О", внутренней к Д, в случае если данная 
последовательность сходится вдоль дуги кривой или в какой-либо области А, рас- 
положенной внутри РД. 

6. Нормальные последовательности. Теперь мы будем исходить из более 
общих предположений. Рассмотрим любую ограниченную последовательность 


функций 
Л (2), Л (2), ...’ № (2), вех у (1) 


голоморфных в некоторой области 2. По основной теореме Монтеля [@] из по- 
следовательности (1) всегда можно извлечь частичную последовательность, 
сходящуюся равномерно в любой области Г’, внутренней по отношению к О. 

Пусть ху — какая-либо точка, внутренняя к О, С—круг с центром хо ради- 
уса Ю, расположенный внутри О. В таком случае разложения в ряд Тейлора 
функций /„ 

Да (х) = 27) - 2 (х — хо) + ... а (х — хр - ... 

оказываются сходящимися в этом круге С, и, каковы бы ни были п и р, имеем 
неравенство: 


<, ©) 


где М имеет тот же самый смысл, что и ранее. В частности, модули всех коэфи- 
я 
циентов а") остаются меньшими, чем М. следовательно, точки с аффиксами а") 


расположены внутри круга радиуса М, и это множество должно иметь по мень- 
шей мере одну предельную точку. Следовательно, существуют число Аз и возра- 
} 


п" 

стающая последовательность целых чисел п, п. , п, ‚... Таких, что числовая 
4 

последовательность 


г 7! 


ам рам аи, ... . (ав 


имеет своим пределом 4. Таким же образом модули членов последовательности 
' и" 


ие, а, а" ,... остаются меньшими, чем в. Ввиду этого из данной числовой 
последовательности а’ можно извлечь частичную последовательтость 
' }} 
й й, ". 
а а, а, а ,..0, («7 


сходящуюся к пределу А,. Таким же образом из последовательностн 
' '! 


п па т п 
4", а, а", а» ,... 


можно извлечь частичную последовательность 


г 
п. п 


п, я 
9), 4", аз, @эз,..., 


сходящуюся к пределу Дь, и т. д. Продолжая этот процесс, находим возрастаю- 


щую последовательность целых чисел 74, пз,...»› пу»... Таких, что числовая пс- 
следовательность 
п п п . В 
пр, ар’,..., арЧ,... ($) 


при всяком значении р имеет своим пределом некоторое число А,, когда 4 не- 
огравиченно возрастает. Действительно, когда р —= 0, члены последовательности (81, 
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которые присутствуют среди таковых последовательности (4), имеют своим пре- 
делом Ао. Для р=1 члены последовательности (8) имеют предел А,, потому что 
они входят в состав последовательности (а), и т. д. При этом, если заставить 
число пу неограниченно возрастать, то из неравенств {10) следует: 


м 
[Ар =. 
ЮР 
Тенерь рассмотрим фуикци о 


Е (2) = Аз - А, (2 — ж)-..-+ А, (2 — хор |..., 
голоморфную в круге С, и частичную последовательность 
Х,, (2), 1), -+-› ие, (1) 


выделенную из первоначальной, также ограниченную в области ДР. В данном 
случае рассуждение п. 5 применимо слово в слово и показывает, что разность 
Е(2)— 12) сходится равномерно к нулю в любом концентрическом круге Сь, 
внутреннем по отношению к С. Ввиду этого частичная последовательность (1’) 
имеет в ДР ядро равномерной сходимости и потому сходится равномерно в любой 
области О’, внутренней к О. | 

Всякая частичная последовательность, все члены которой принадлежат после- 
довательности (1), обладает одинаковыми с нею свойствами, и потому из нее 
можно также извлечь частичную последовательность, сходящуюся в О. Если на- 
звать, следуя Монтелю, нормальной всякую последовательность функций, обла- 
дающую тем свойством, что любая выделенная из нее частичная последова- 
тельность допускает по меньшей мере одну предельную функцию, то мы в праве 
высказать такое предложение: 

Всякая ограндченная последовательность функций, голоморфных в не- 
которой области О, является нормальной. 

На основании предшествующей теоремы из любой ограниченной функцио- 
нальной последовательности этого класса можно выделить бесконечно много схо- 
дящихся частич ных последовательностей. Если первоначальная последовательность 
сама является сходящейся в области О, то очевидно, что и все выделенные из 
нее частичные последовательности будут сходящимися и должны иметь тот же 
самый иредел. 

Обратно, еслл все сходящиеся частичные последовательности, какие мо- 
гут быть выделены из последэвательности (1), имеют один и тот же ире- 
дел. то и сама последовательность (1) оказывается сходящейся. 

Пусть, в самом деле, $ (2) -— предел какой-либо сходяшейся частичной после- 
довательности, выделенной из последовательности (1), которую мы предположим 
‘расходящейся, и пусть х-— какая-либо точка, обладающая тем. свойством, что 
1х) ие стремится к +(х) при неограниченно возрастающем и. Тогда существует 
такое положительное число :, что для бесконечного множества значений л спра- 
ведливо неравенство 

11.9 — #9) [> = 


Пусть п. пь,..., пр ‚... —_ Возрастающая последовательность целых положитсль- 
ных чисел такая, что 


и.о — 0) > ь |1, —@) > :, ... 
В таком случае множество, составленное из точек }, (х\, Ги (х),..., имеет 


2 ни Н 

ю меньшей мере одну предельную точку А += 9(х), и из последовательиости 

функций },, и, ..., ть. можно будет выделить такую частичную последова- 
} 2 


тельность, которая сходится в точке 2 ==х к пределу, отличному от $ (х). Следо- 
вательно, существовали бы две частичные последовательности, выделенные из (1), 
сходящиеся к двум различным пределам. 

Итак, чтобы показать, что данная ограниченная последовательность (1) схо- 
лится, достаточно установить, что иикакие две выделенные из нее частичные 
последовательности не могут‘ сходиться к двум различным пределам. Предноло- 
жим, в частности, что последовательность (1) оказывается сходящейся на мио- 
жестве точек Е; внутренних к О. Все сходящиеся частичные последовательиости, 
выделенные из (1), должны иметь одии и тот же предел в точках множества Е. 
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Если какие-либо две из названных частичных последовательностей не сходятся 
к одной и той же предельной функции, то их разность сходится к функции, 
толоморфной в 0), исчезающей в каждой точке множества Е. Следовательно, 
чтобы доказать сходимость последовательности (1) в области 0), достаточно будет 
убедиться в том, что не существует функции, голоморфной в О, кроме } (2) =0, 
исчезающей в каждой точке данного множества Е. 

Этот вывод вполне согласуется с теоремой Витали, ибо в этом случае мно- 
жество ЕЁ по предположению допускает по меньшей мере одну предельную точку, 
внутреннюю к 2, и функция, голоморфная в названной области, ие может иметь 
бесконечного множества нулей в окрестности такой точки. 

Упомянутое свойство было использовано ВазсНКе в случае, когда ограни- 
ченная последовательность (1) оказывается сходящейся на бесконечном множестве 
точек области О, имеющем предельную точку, расположениую на ее границе, 
и Монтелем — в случае сходимости в каждой точке векоторой дуги, входящей 
в состав этой границы [см. Си Н]. 

7. Неограниченные сходящиеся последовательности. Теперь обратимся 
к рассмотрению неограниченной последовательности (1) функций, голоморфных 
в данной области ДО, которую мы для определенности предположим односвязной. 
Так как всякая многосвязная область может быть разбита на односвязные, то, 
делая такое предположение, мы не уменьшаем общности рассуждений. Сиачала 
мы установим следующее основное свойство: 

Есла данная последовательность (1) слодится в какой-либо области О, 
то можно найти такую область А, внутреннюю к 0, где она будет огра- 
ничена. 

В самом деле, так как последовательность (1) по предположению не ограни- 
чепа, то можно найти в области О точку Ми, где одна из функций последова- 
тельности по модулю превосхолит единипу. Пусть Ги, — такая функция. В силу 


ее непрерывности существует область Ру, внутренияя к О, окружающая точку М\, 
где всюду |{„ |_> 1. Затем рассмотрим функциональную последовательность 
1 


№, Диь--о Ти +р»- . 


Если она не ограничена в Д!, то можно найти такую точку М», принадле- 
жащую названной области, где одна из функций {, этой новой последователь- 


* 
ности по модулю превосходит 2, а следовательно, и область О.о, внутреннюю 
к Ди, где |}, |>2. Ту же операцию можно проделать с последовательностью 
з 


Ги, Тиучл»-+- Тиучр»--- 


ит. д. Продолжая этот процесс, мы найдем такую область О„, внутреннюю к 0, 
тле все функции последовательности (1), начиная с некоторои, будут оставаться 
по модулю меньшими целого числа р, и последовательность (1) будет ограни- 
чена в этой области. Действительно, если бы указанный процесс можно было 
продолжать неограниченно, то построенные нами области Су, 7%,..., Ор»..., из 
которых каждая послелующая вложена в предыдущую, имели бы по меньшеин 
мере одну общую точку Р, внутреннюю к О, где при любом р мы имели бы: 
| ар ] >р, | 

и последовательность (1} не могла бы сходиться в точке Р. 

Отсюда следует, что если какая-либо послеловательность функций, голо- 
морфных в данной области 0, сходится в этой области, не будучи в иеи огра- 
ничена, то в каждой области 0’, внутренйей к 0, как бы мала она ни была, 
всегда можно найти другую область, где последовательность булет ограничена 
н где ее предел 2 (х) представляет голоморфную фуикцию. Но может случиться, 
что область р можно разбить на бесконечное множество частичных областей, 
в которых предел последовательности (1} представляет совершенно различные 
аналитические функции. В упомянутой книге Монтеля (стр. 190—112) приво- 
дятся весьма простые примеры этого рода. В 

Какая-либо точка хо области О называется правильной, если можно найти 
круг радиуса р > 0 с центром хо, внутри которого последовательность ‹1) будет 
сходиться равномерно. 

Пусть /— верхияя граница положительных чисел р, удовлетворяющих этому 
Условию. Полученное число г аналогично радиусу сходимости степеивого ряда. 
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Из этого определения непосредственно следует, что все точки, расстояния коте- 
рых до какой-либо правильной точки ху остаются меньшими Числа у, являются. 
также правильными, и легко показать, с помощью рассуждения, аналогичного. 
приведеиному в $ 335, что это число г изменяется непрерывным образом вместе 
с положением центра хь. , 

Пусть 1 — какая-либо замкнутая кривая, расположенная в Д, ограничиваю- 
щая область 8, внутри которой все функции }, голоморфны. Если все точки 
этой кривой 1 оказываются правильными, то же самое справедливо и по 
отношекию ко всем точкам области 6. 

Пусть, в самом деле, $ — криволинейная абсцисса какой-либо точки контура 
и г— соответствующее положительное число. Это число г есть непрерывная 
функция от 5, допускающая положительный мииимум го > 0, когда мы описы- 
‚ваем кривую 1. Следовательно, найдется конечное число кругов радиуса ж, 
коих центры располагаюгся вдоль контура 1 и которые покрывают кольцевую 
область А, заключающую в себе упомянутый контур. Последовательность (1), 
будучи равномерно сходящейся в каждом из этих кругов, является таковой и 
в области А, а потому и вдоль контура 1. Следовательно, она должна сходиться 
равиомерно и в области 6, внутренней к-т, и все точки этой области оказываются. 
правильными. 

Всякая точка, которая не является правильной, носит название неправиль- 
ной. В случае, если последовательность (1) не сходится равномерно во всей. 
области О, эта последняя заключает в себе неправильные точки, и мы не можем 
утверждать, что предел Р (х) последовательности (1) есть голоморфная функция. 
в окрестности неправильной точки. 

В заключение мы укажем несколько свойств множества ЕЁ всех неправиль- 
вых точек. На основании теоремы, доказанной в начале этого пункта, названные 
точки не могут заполнить никакую площадь, как бы мала она ни была. 

Из этой теоремы также вытекает, что, вообще, в любой области 0’, внутрен- 
ней к О, всегда можно найти другую область 8, не содержащую ни одной точки 
множества Е. Это свойство выражают, говоря, что множество Ё нигде не плотно 
в области О. 

Множество Е не может иметь изолированных точек. Действительно, если бы 
ху была неправильная изолированная точка, то вокруг нее можно было бы опи- 
сать окружность с центром хь все точки которой были бы правильными, а в та- 
ком случае все внутренние точки, как мы только что видели, также должны 
оказаться правильными. С другой стороны, всякая предельная точка множества Е 
сама должна принадлежать Е, потому что в окрестности правильной точки не 
может содержаться бесконечно много неправильных точек. Следовательно, мно- 
жество Е совпадает со своим производным множеством 2’, т. е. оказывается со- 
вершенным. , 

Это множество является континуумом. Всякая замкнутая кривая, окружаю- 
щшая какую-либо неправильную точку, сама содержит неправильные точки, по 
той же причине, что и ранее. Это множество образует с границей 2) связное 
множество. Действительно, если бы можно было заключить все эти точки 
внутрь замкнутой кривой С, содержащей лишь правильные точки, мы снова 
пришли бы к противоречию. 

В ранее упомянутых мемуарах читатель найдет другие важные теоремы, 
изложению которых невозможно было уделить место в этом кратком дополнении. 
В частности, я отсылаю его к работам П. Монтеля, которому я по преимуществу 
обязан вышенриведенными библиографическимн указаниями. 
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— функция в точке 84. 

— — вбесконечно удаленной точке 104. 

Преобразование билинейное 48. 

— бирациональное 189. 

— гиперболическое 54. 

— инверсия 48. 

— конформное 45. 

— круговое 48. 

— параболическое 54. 

— Фукса 54. 

— эллиитическсе 54. 

Приведенное значение логарифма 32. 

Произведение бесконечное 26. 

Простая дуга 258. 

Противоположные мнимые количества 


Прямолинейная звезла функции 209. 
Пуанкаре (Рошсагв) 216, 229, 288. 
Пустое пространство 197, 215. 


УКАЗАТЕЛЬ 271 


Пюизе (Ри1зеих) 245. 

Равномерно сходящийся ряд 12. 

Разветвления точка 19. 

Разложение мероморфной функини 138. 

— функции в ряд 41. 

Разрез 215. 

Разрез существенный 218. 

Разрыва точкн 86. 

Рациональная функция 17. 

Рекуррентный ряд 124. 

Риман 69. 

Римана теория аналитических функций 
15. 


— — конформного преобразования 49, 
Римаиова поверхность 249. 
Род целой функции 131. 

Ряд гнперболический 207. 

— голоморфных функций 82. 
— Лорана 70. 

— рекуррентный 124. 

— рядов 25 

— с мнимыми членами 22. 
— степенной 26. 

— Тейлора 70. 

— усилнвающий 25. 


Связная часть плоскостн 16. 

Связное множество 268. 
Снмметричные мнимые количества 10. 
Синектнческая функция 14. 
Совершенное множество 268 
Совместные кругн сходимостн 227. 
Сопряженные мниимье количества 10. 
— семейства нзотермических линий 51. 
Стнильтьес (ЗНеез) 103, 258. 
Стнльтьеса теорема 261. 

Существенно особая точка функции 86, 


Существенный разрез 218. 
Сходимости круг 22. 


Таннри (Таппегу) 220. 
Тейлора. ряд 70. 

Точка критическая 242. 

— неправильная 268. 

— нуль 84. 

— обыкновенная 84. 

— особая 84, 200. 

— — алгебраическая 247. 

— полюс 84. 

— правильная 267. 

— разрыва 86. 

— существенно особая 86, 104. 
Гранспендентная функция 22. 
Тригонометрическая обратная функция 


— функция 30. 


Ультраэллиптнческий интеграл 110, 251. 
Уравнеинй теорня 98. 
Усиливающий ряд 25. 


Фабри 215. 

Фредгольм (Егедно|т) 220. 

Фукса преобразование 54. 

Функция алгебраическая 245. 

— аналитическая 14, 195. 

— -— миогих переменных 2926. 

— голоморфиая 16, 227. 

— двоякопернодическая [45, 148. 

— — нзображение определенным иите-- 
гралом 232. 

— иррациональная 17. 

— круговая 30. 

— мероморфная 85, 96. 

— многозначиая 21. 

— моиогенная 13. 

— монодромная 22. 

— непрерывная 12. 

— нечетная 152. 

— обратная трнгонометрическая 33. 

— однозначная 21, 127. 

— перноднческая 145. 

— показательная 28, 

— правильная в точке 84. 

— — в бесконечио удаленной 
104. 

— рациональная 17. 

— синектическая 14. 

— трансцендентная 22. 

— тригонометрическая 30. 

— Фурье 168. 

— целая 25, 87, 261. 

— четная 152. 

— эллиптическая 149. 


точке 


Целая функция 25, 87, 261. 
Цикл 249 
Циклический период 249. 


Четная функция 152. 
Шредер (Зспгбдег) 220. 


Эйзенштейн (Е1зепз{ет) 257. 

Эйлер 40, 55, 207. 

Эйлера формулы 30. 

— функции 149. 

Элемент функции 195. 

Эллиптическая функция 149. 
Эллиптический нитеграл 114. 
Эллиптическое преобразованне 54. 
Эрмит (Негиайе) 101, 103, 215, 224, 257. 
Эрмита формула 221. 


Ядро равномерной сходимости 261. 

Якобн 119, 168, 178. В 

— обозначение эллиптических функций 
152. 

— теорема о периодах 147. 


